Bevezetés az algebraba 1
Polinomok szamelmélete
Wettl Ferenc diginak felhasznalasaval



Polinomgyiirii



D Legyen R kommutativ gytiri, 1 € R, ag,a1,...,an € R, x egy
szimbélum (valtozé). Az f(x) = apx" + ap_1x™ 1 + ...+ a;x + ag
formalis kifejezést R-beli egyiitthatés (vagy R folotti) egyvaltozds
polinomnak nevezziik. Ha a, # 0, akkor n-et az f polinom fokanak
hivjuk és deg f-fel jeldljiik. a, a polinom féegyiitthatéja, a,x" a
polinom fétagja. A zéruspolinom foka —oo. Az f(x) = ap polinomot
konstans polinomnak nevezziik.

D Két polinom azonos, ha azonos foklak, és megfeleld egylitthatoik
paronként azonosak.

J Az R folétti polinomok halmaza R[x]: pl. Q[x], R[x], C[x], Z[x],

Zm[x]-
n m max(n,m)
D > axk+ ) bxFi= > (ak+ bi)x*. (A kisebb fokil
k=0 k=0 k=0
polinomot kiegészitjik 0 egyutthatéji tagokkal.)

n m n+m
i . k _
D E ajx' - E bix! = E ckx", ahol cx = agbi + a1bx—1 + ...+ axbo.
i=0 j=0 k=0



>

Emlékeztetd: Egy R gylrl nullosztémentes, ha ab=0= a =20
vagy b = 0. Pl. minden test, és azok részgyiiriii (igy Z is)
nullosztomentes, de Z,, nem nullosztdmentes, ha m nem prim.

(1) deg(f + g) < max{degf, degg}

(2) Ha R nullosztémentes, akkor deg(fg) = deg f + deg g.

(1): Az 6sszeg definicidjabol.

(2): Ha f(x) = apx"+ ...+ ap és g(x) = bmx™ + ...+ bo

(an, bm # 0), akkor f(x)g(x) legnagyobb kitev8s tagja a,b,x"™™", és
mivel R nullosztémentes, a,b,, # 0.

Ha valamelyik polinom a 0 polinom, akkor annak a foka és a fokok
Osszege is —00, masrészt deg fg = deg0 = —o0.

Az (1) allitasban a felsé korlat nem éles, deg f + g lehet kisebb is a
két fok maximumanal: (x2 + x) + (—x? +2) = x + 2 foka csak 1.
A (2) allitds nem igaz, ha nem tessziik fel, hogy R nullosztémentes,
pl. Ze[x]-ben (3x)(2x + 1) = 3x.



>

R[x] egységelemes kommutativ gyiirii, és ha R nullosztémentes, akkor
R[x] is az.
B A gylirliaxiémak ellenérizhetok,. . .

Ha R nullosztémentes, és f, g # 0, akkor deg f, degg > 0 =
degfg =degf +degg >0 = fg #0.

K Clx], R[x], Q[x], Z[x], Zm[x] egységelemes kommutativ gyiriik.
Nullosztémentesek is, kivéve Z,,-et dsszetett m esetén.

Mj R C R[x] mint a konstans polinomok részgyiiriije.
D f(x)=apx"+ ...+ aix+ ap € R[x]re és c € R-re
az f behelyettesitési értéke c-ben f(c) = a,c”" + ...+ aic+ a € R.

Mj f — f(c) mivelettartd leképezés az R[x] gyliribdl az R gyiirlibe,
azaz (f + g)(c) = f(c) + g(c) és (fg)(c) = f(c)g(c).



Az f(x) € R[x] polinomhoz tartozé polinomfliggvény

R —- R

c — f(c)
Kiilénb6z6 polinomokhoz is tartozhat ugyanaz a polinomfliggvény, pl.
Zs[x]-ben x és x? ugyanazt a polinomfiiggvény adja: 0+ 0, 1+ 1,
de polinomként nem egyenlok.

(R[x]-ben ilyen nem fordulhat el8.)

¢ € R gyoke az f(x) € R[x] polinomnak, ha f(c) = 0.

4 _ 2, illetve x?> — 1 polinomnak, ha Q[x]-ben,

Hany gyoke van az x
R[x]-ben, C[x]-ben vagy Zg[x]-ben nézziik?
Qlx] | R[x] | Clx] | Zs[x]

x*—=21 0 2 4 0

x2—1] 2 2 2 4




Polinomosztas



o

o

Oszthatdsag egységelemes kommutativ gyiiriiben: Legyen R
egységelemes kommutativ gylirii, a, b € R. Ekkor b osztdja a-nak (a
oszthaté b-vel), ha 3q € R, hogy a = bq. Jeldlés: b | a.

x — 1] x"—1 aZ[x] gylriiben (n € NT).

3x | x" a Q[x] gyiiriiben, mert x" = (3x)(3x"~1), de nem osztéja
Z|x]-ben.

x —i|x?+1 a Cl[x] gyiiriben, mert x> + 1 = (x — i)(x +i).

Mik az egységek (azaz a mindent oszt6 elemek) K[x]-ben, ha K test?
Az 1 € K[x] polinom osztdi, azaz a nulladfoki polinomok

(a0 € K\, {0}).

Mik az egységek (a) Z[x]|-ben és (b) éltaldban R|[x]-ben, ha R
egységelemes, kommutativ, nullosztémentes gytirii?

(a) 1,—1 € Z[x], (b) R egységei, ugyanis ha f(x) | 1 = van olyan
g(x), hogy f(x)g(x) =1 = degf +degg =0 = degf =degg =0.
Igazoljuk, hogy Z4[x]-ben 2x + 1 egység!

(2x +1)(2x + 1) = 1, tehat 2x + 1 minden polinomnak osztdja.



T Maradékos osztas polinomgyiiriiben
Legyen K test, és f,g € K[x] két polinom, ahol g # 0. Akkor
egyértelmiien léteznek olyan h, r € K|[x]| polinomok, hogy

f=gh+r, é degr < degg.

B Létezés: Ha f =0, akkor h=r = 0.
Ha degf < degg, akkor h=0¢ésr=1f,azazf =g-0+f.
A tovabbiakban deg f > deg g. deg f-re vonatkozé teljes ind.:
degf =0: f = ag (aoeK)wg—bo,h—%g,r—O,\/
degf <n—degf =n: f(x)=anx"+..., g(x) =bmx™+...
F(x) = f(x) — 22x"~Mg(x) ~» degf < n
Az indukcibs felteves miatt f = gh+r ~~
F(x) = (A(x) + Z2x™™)g(x) + r(x)
Egyértelmiiség: Tfh f = hg+r=hg+F ~ (h— h) =t—r, de
h— h # 0 esetén deg((h — h)g) > degg > deg(? —r), igy h=h ~~
r=rv



Mj A maradékos osztds R[x]-ben is elvégezhetd, ha g(x) féegyitthatdja

o) WP I

egység: bmbl, =1 ~ (bypx™ + ...)(b),anx
P Osszuk el maradékosan az f(x) = x* — 4x3 + x2 + 1 polinomot a

g(x) = x2 + x + 2-vel!

m
(x*  —4x3 X2 +1) @ (®+x+2) = x>-5x+4
- (x* +x3 +2x° )
—5x3  — x? +1

— (=5x® —5x> — 10x )
4x> 4+ 10x +1

(4x?  +4x +8)

6x — 7

Tehdt x* —4x3 4+ x> + 1 = (x®> + x + 2)(x*> — 5x + 4) + (6x — 7).




F Osszuk el (x> 4 1)-et maradékosan (2x — 1)-gyel!

m

(x3 +1) : (2x—1) = 3xX°+ix+1}
e v )
%X2 +1
4 i)
%x +1
(e b
9

x3+1=(2x —1)(5x> + %XB—&— )+

Mj Z[x]-ben nem lehetne ezt a maradékos osztast elvégezni (a
maradékos osztés egyértelmii, és a Q[x]-ben kapott hanyados nem
Z|x]-beli.).

Mj Ha f(x)-et cg(x)-szel osztjuk maradékosan (ahol ¢ # 0 konstans),
akkor a maradék ugyanaz lesz, mint ha g(x)-szel osztanank:

f(x) = g(x)h(x) + r(x) = cg(x) (2h(x)) + r(x).



F Oszthaté-e Z3[x]-ben az x* + x3 + x + 2 polinom x? + 1-gyel?

m

(x* +x3 +x +2) : xX*+1 = x2+x+2

—(x* + X2 )

x3 +2x%2 4+ x +2

—(x° +x )

2x2 +2

—(2x? +2)

0

Igen, x* +x3 + x +2 = (x> + 1)(x® + x + 2) a Z3[x]-ben.
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T Polinomosztas Horner-modszerrel
Legyen R egységelemes kommutativ gydri,
f(x) =anx"+...+aix+ ao € R[x], c €R, és legyen f(x)
maradékos osztasa (x — c)-vel

f(x) = (x — c)(bp_1x" L+ ...+ by + by) + r. (1)

Ekkor bj_1 = a;j + cb; minden i-re, azaz a ¢ behelyettesitéséhez
hasznalt Horner-tablazat masodik sordban a hanyados egyiitthatéit
és az osztas maradékat kapjuk:

ahol r = f(c¢).

B Az (1) egyenléség szerint f(x)-ben x' egyiitthatdja a; = b;_1 — cb;.
Az (1)-be c-t behelyettesitve megkapjuk, hogy f(c) = r.

11



Osszuk el x* — 2x2 + x + 3-at x + 2-vell

[t] of|-2] 13
—2|1][-2| 2]-3]9

~moxt =22+ x+3=(x +2)(x3 —2x2 +2x — 3) +0.
Osszuk el x3 4 1-et maradékosan 2x — 1-gyel a Horner-médszer
hasznélataval!

2x —1=2(x — 1)
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P Osszuk el x* — 2x2 4 x 4 3-at (x — 1)>-tel, ismételt Horner-féle
maradékos osztassal!

m
110(-2]1]3
1{-1(0]|3
21 11

Xt —2%  x+3=(x—1)(xP+x2—x)+3=
(x—D((x—1)(x®+2x+1)+1)+3=
(x =122 +2x+ 1)+ (x—=1)+3=(x—1)°(x2+2x + 1) + x + 2.
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Polinom felirdsa (x — ¢) polinomjaként:

Az ap(x —c)"+---+ai(x—c)+a =

((..-((an(x —c)+an-1)(x —c) +...a1)(x — c) + ap felirasbdl
leolvashaté, hogy az ag, a1, . . ., a, egylitthatokat megkaphatjuk mint
az (x — c)-vel vett ismételt maradékos osztasok maradékait.

lrjuk fel az x* — 2x2 4+ x + 3 polinomot mint x — 2 polinomjat!

110 -2] 1| 3
2112 2| 5|13
2|1|4| 10|25
2|1]6| 22
2|18

~ x*—2x2 4+ x+3=
1(x — 2)* + 8(x — 2)3 + 22(x — 2)? + 25(x — 2) + 13
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Legnagyobb kozos oszto




D

Definicio

R[x]-ben (R 1-elemes, kommutativ gyiir(i)

f(x) | g(x), ha 3h(x) € R[x]: g(x) = f(x)h(x).

f(x) egység, ha Vg(x) € R[x]-re f(x) | g(x) (& f(x) | 1)

Ha R (és igy R[x] is) nullosztémentes, akkor

(1) f(x) [ g(x). g #0 = degf < degg

(2) R[x] egységei az R egységei

(3) f(x) | g(x) és g(x) | f(x) & Jc € R invertilhatd, hogy
F(x) = cg(x).

(1): 0# g =rfh= degg =degf +degh > degf, ui. h#0.

(2): Ha f(x) | 1= dg(x): f(x)g(x)=1=

degf +degg =degl =0 = degf =degg = 0.

(3): f(x) | g(x) | f(x). Vagy mindketts 0, v/

vagy degf < degg < degf = degf =degg > 0. De

f(x) = h(x)g(x) = degh =0 = h(x) = c € R. Tehat f(x) =
és ugyanigy g(x) = c’f(x), amibdl f(x) = cc’f(x) = cc’ = 1.

cg(x),

15



D Definicio
R[x]-ben h(x) az f(x) és g(x) legnagyobb kézds osztdja
(= kitiintetett kozos osztéja), ha

h(x) [ F(x) ( k() [ £(x) } = k()| h(x))

Jele: (f(x),&(x)) vagy (f,8).

K Ha R nullosztémentes gytirii folott £(x)-nek és g(x)-nek van
legnagyobb kozoés osztéja, az az Allitds/(3) és (2) miatt egység
szorz6tél eltekintve egyértelmii, és — hacsak nem nulla mindkét
polinom — az (1) miatt (f, g) a legnagyobb fokd a kézds osztdk
kozil.

16



T Test folotti polinomok legnagyobb k6zos osztéja
Legyen K test, és f(x),g(x) € K[x]. Ekkor f-nek és g-nek van
legnagyobb kozds osztdja, és f, g #~ 0 esetén ez megkaphatd az
euklideszi algoritmus utolsé # 0 maradékaként. A Inko konstans

szorzd erejéig egyértelmd.

B Feltehetd, hogy degf > degg. Ha degg = —o0, azaz g = 0, akkor
nyilvan (f,g) = f, ha degg = 0, akkor pedig (f,g) = g. Ezutan
min(deg f, deg g)-re vonatkoz6 teljes indukci6val bizonyitjuk a Inko
|étezését.

Vegyiik az f = gh + r maradékos osztast. Az indukcids feltevés miatt
3d:=(g,r) (ahol d a g-re és r-re elvégzett euklideszi algoritmus
utolsé nemnulla maradéka).
Ekkor d | f = gh+ r is teljesil, igy d | f, g, tovabba ha c | f, g, akkor
clr=f—ghésc|g, igycl|(g,r)=d. Tehdtd=(f,g).
Az egyértelmiiséget mar belattuk.

17



P f(x) =x*—4x3—x2+16x - 12, g(x) = x> —2x -3, (f(x),g(x)) =2
m Az euklideszi algoritmussal:
=43 — x4 16x — 12 = (x2 = 2x = 3) - (x* - 2x = 2) + (6x — 18)
2-2x-3= (6x-18) - (Ix+1) +0
Tehat (a(x), b(x)) = 6x — 18 vagy egyszer(ibb alakban x — 3.
Mj Az euklideszi algoritmus soran kapott maradékokat menetkozben is
felszorozhatjuk tetszéleges nemnulla konstanssal.
Mj Ha a maradék konstans polinom, akkor a kovetkezé maradékos
osztast mar nem érdemes elvégezni, a Inko 1.
D f(x),g(x) € K[x] relativ primek, ha (f,g) = 1.
F f(x)=x3—2x2+x—1, g(x)=x>+2, (f,g) =?
m x3—2x> 4+ x—1=(x*>+2)(x —2) + (—x+3)
x2+2=(—x+3)(—x—3) +11
~ (f,g) = 11, vagy ekvivalensen, (f,g) =1, azaz f és g relativ
primek.
18



Legyen K test, f,g € K[x].
Ekkor 3 u,v € K[x]: fu+gv=(f,g)

Ugyanlgy, mint az egészekre, a kibdvitett euklideszi algoritmussal.

Pontosan akkor létezik f, g, c € K[x]-hez olyan u,v € K[x], amelyre
fu + gv = ¢, ha c oszthaté (f, g)-vel.

Allitsuk eld f(x) = 2x3 + x? + 1 és g(x) = x> + 1 legnagyobb kézos
osztéjat f(x)u(x) + g(x)v(x) alakban!

234+ x2+1=(3+1)2+ (x> —1) ~ x2 —1=f(x) — 2g(x)
XB4+1=(x>-1)-x+(x+1)~

X+ 1= g(x) + (F(x) — 28(x))(=x) = F(x)(—x) + g(x)(2x + 1)
x?2 —1=(x+1)(x —1)+0, tehit x + 1 a Inko.

Az el6allitas tablazatosan:

19



23+ x24+1|x3+1
2x3 4+ x2 41 1 0
2. x3+1 0 1
—x- x? -1 1 -2
x+1 —X 2x +1

x+1=(2x3+x%2+1)(—x) + (x3+1)(2x + 1).
F Allitsuk eld az f(x) = x3 — 2x? 4 x — 1 és g(x) = x? + 2 korabban
kiszamolt legnagyobb kozos osztéjat fu + gv alakban!

m
x3—2x24x—1 x2 42
x3—2x2 4 x—1 1 0
(x —2)- x?+2 0 1
(—x —3) —x+3 1 —x+2
11 x+3 —x% —x+7

Tehat 11 = (x> — 2x%2 + x — 1)(x + 3) + (x®> +2)(—x% — x + 7).
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A szamelmélet alaptétele
polinomokra




D Ha R egységelemes, kommutativ, nullosztémentes gylri, akkor R-et
integritasi tartomanynak nevezziik.

D Definicié
R integritasi tartomany, f(x) € R[x].
f irreducibilis, ha nem nulla és nem egység, és ha csak trivialis
szorzatra bontasa van, azaz f = gh, g, h € R[x] esetén g vagy h
egység.
f reducibilis, ha nem nulla, nem egység és nem irreducibilis.
f prim, ha nem nulla és nem egység, és f | gh, g, h € R[x] esetén
f|gvagy f | h.

P 2 irreducibilis Z[x]-ben, mert nem egység, és csak 2-1 = (—2) - (—1)
trividlis felbontasai vannak, de nem irreducibilis Q[x]-ben, mert ott a
2 egység.

P 4x+ 2 irreducibilis Q[x]|-ben (minthogy csak konstans-elséfokl szorzat

lehetne), de Z[x]-ben 2(2x + 1) valédi felbontas, igy ott reducibilis. ,;



T

D

Tétel
Ha K test és p € K|[x], akkor
p irreducibilis < p prim.

(<) p=fg = p|fg depprim igyp|fvagyp|eg.

Hapl. p| f, akkor f | fg | f = dc € K: fg = fc, igy (f # 0 miatt)
g = c konstans, azaz g egység K|x]-ben.

(=): Tfh p irreducibilis, p | fg, de ptf = (p,f) =1

= Ju,veK[x]:up+vf=1= upg+vig=g = p|g.
K|[x]-ben

(1) V elséfokd polinom irreducibilis.

(2) degf =2 vagy 3 esetén f irred. < nincs gydke K-ban.

(3) degf > 4 eseten lehet f dgy is reducibilis, hogy van gyoke.
(1),(2): f#0, f = gh = degf = deg g + deg h, igy ez pontosan
akkor nem trividlis (valédi) felbontés, ha f-nél kisebb fokdak a
tényezok. Elséfokl polinomnak pedig mindig van gyoke.

(3): PI. (x?+ 1)? reducibilis R[x]-ben, de nincs valés gydke.
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T Szamelmélet alaptétele test folotti polinomokra
Legyen K test, és f € K[x] nullatdl és egységtdl kiilonbozé (azaz
nem konstans) polinom. Ekkor f egységszorz6tdl és sorrendtél
eltekintve egyértelmiien felbonthaté véges sok K|[x]-beli irreducibilis

polinom szorzatara.

B Felbonthatésag: deg f-re vonatkozé teljes indukciéval.
Ha f irreducibilis v/
Ha f = gh (g, h € K[x]) valddi felbontas, és deg f = n, akkor
0 < degg, degh < n, igy az indukcids feltevés szerint g és h is
felbomlik véges sok irred. pol. szorzatara ~~ f is.
Egyértelmiség: Indirekt. Legyen p1...p, = g1 ...qs a legkisebb fokd
polinom, mely két kiillonb6z6 médon is felbomlik.
p1 | bal oldal ~~ p; | jobb oldal. p; irreducibilis ~» p; prim
~ Jj: p1| qj, de gj irred., igy qj = p1 - egység
~ egyszerusitiink pi-gyel ~ kisebb fok( szorzatot kaptunk ~~ ez a
két felbontas ekvivalens ~~ az eredeti is. # 23



A C[x], R[x], Q[x], Zp[x] polinomgytiriikben minden polinom véges
sok irreducibilis polinom szorzata (sorrendtél és nem nulla konstans
szorz6tdl eltekintve egyértelmiien).

Q[x]-ben: x* —2x? —3 = (x2 + 1)(x*> — 3) = (3x* — 1)(3x% + 3),
R[x]-ben: x* —2x? —3 = (x® + 1)(x + V3)(x — V3),

Clx]-ben: x* —2x2 — 3 = (x + i)(x — i)(x +V3)(x — V/3),

Mi x2 + 1 felbontasa Zs[x]-ben és Z7[x]-ben?

Zs[x]-ben: (x +2)(x +3) =x%>+1

Z7-ben a négyzetszamok csak 0, 1,2, 4, tehat x% + 1-nek nincs gydke,
és csak masodfoku, ezért irreducibilis.

Zg|[x]-ben nem teljesiil az egyértelmii irreducibilisekre bontés. PI.
x?—1=(x+1)(x —1) = (x +3)(x — 3). (Valéban irreduciblisek az
x+1és x+37)

Ze[x]-ben x = (2x 4 3)(3x + 2) valédi felbontas, tehat nem
nullosztémentes gylir(i f6l6tt még azt sem mondhatnank, hogy az 1
féegyiitthatds, elséfokd polinomok irreducibilisek.



Mj A Inko, Ikkt kifejezhetd az irreduciblis tényezokbdl is, ugyanigy, mint
Z-ben.

P Mik a masodfokd irreducibilis polinomok Zy[x]-ben?

m A 0 nem gydke < a konstans tag # 0.

Az 1 nem gyoke < paratlan sok nemnulla tagja van.
Csak x? 4+ x + 1 irreducibilis a masodfokdak koziil.

F Bontsuk fel az f(x) = x> + 3x — 1 polinomot irreducibilisek szorzatéra
Z»[x]-ben! Felbonthaté-e Z[x]-ben is?

m Gyoke nincs Zy-ben, tehat ha felbomlik, van masodfoku irred.
tényezdje, és az csak g(x) = x? + x + 1 lehet. Osszuk el maradékosan
f-et g-vel.

F(x) =x>+3x —1=x>+x+1=(x>+x+1)(x3+x2+1), tehat
f(x) reducibilis. (x*> 4+ x? + 1 nem bonthaté tovabb.)

Ha felbomlana Z[x]-ben, az Z, folotti felbontast is adna, igy

f(x) = (x*> + ax & 1)(x3 + bx? + cx F 1) alakd felbontésa lenne, és
ehhez nincs megfeleld a, b, c € Z.

25)
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