Bevezetés az algebraba 1
Polinomok gyokei
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Gyokok és gyoktényezok



T Tétel
Legyen R egységelemes kommutativ gyiirli, f € R[x].

(1) c € R gyoke f-nek < (x — ¢) | f(x).
(2) Ha R 0-osztémentes is, és ci, ..., ¢k kilonbozd gydkei f-nek =
(x—a)--(x—a) | f(x)

B (1): f(x) = (x — ¢)h(x) + rop maradékos osztas, ry = f(c).
(x—¢c)|fenrn=0.
(2): T.i. k-ra. (1) = 3g: f(x) = (x — a)g(x).
Vi>1: 0="f(¢)=(ci—c1)glc), ci—a#0=
Vi>1: g(c)=0 nd-fe't 3. g(x)=(x—c) - (x— ck)h(x)

D Ha az R gyiiri folétti f € R[x] polinomnak ¢ € R gyoke, akkor az
x — ¢ polinomot a f(x) gydktényezjének, az
f(x) = an(x —a)(x — @)...(x — cp) alakd felirdsat (ha van) az £

gyoktényezds felbontdsanak nevezziik.



Ha R nullosztémentes, deg f = n, akkor

f-nek < n kiilénb6zé gyoke van R-ben.

Lattuk: Zg[x]-ben az (x? — 1)-nek 4 kiilénbozé gydke is van. De Zg
nem nullosztémentes.

Lehet n-nél kevesebb gyok is.

x3 — 1-nek R-ben csak 1 gydke van (bar C-ben 3).
x? 4 2x + 1-nek C-ben is csak a —1 a gyoke.

Az algebra alaptétele, 2. valtozat

f(x) € C[x], degf = n>1 = f-nek van gyotényezds felbontasa
C folott: c(x — 1)+ (x — ap).

T.i. n-re. A tétel els6 alakja szerint 3g € C[x]: f(x) = (x — a1)g(x),
és az ind. felt. miatt g(x)-nek van g(x) = c(x —a2)...(x —ap)
gyoktényezos felbontasa.

Az azonos gyokhoz tartozd gyoktényezdket dsszevonhatjuk:

f(x)=c(x — 51)k1(x _ ﬂz)lQ o (x— 5r)k’.



F Irjuk fel a kovetkezd polinomok gyoktényezds alakjat C folott!
a) x3 -1
b) x"+1
c) x8+x6+x4+x2+1
m a) x> — 1 gydkei a harmadik egységgydkok: cos 2"” —+ isin ”‘Tﬂ ahol

k=0,1,2, azaz 1, —§+% i —%—?/, és |gyx -1
gyoktényezos felbontasa
x3—1:(x—1)(x+§—§') (x+ —i—‘[)
b) x" 4+ 1 gydkei a —1 szam n. gyokei, azaz
cos(%Jrk%”) + isin (%Jrkz?’r) (k=0,1,...,n—1), igy
n—1
x"+1= 1] (x — cos 2k;’1 — isin 2k+17r)
k=0
Vagy masképp: (x" +1)(x" — 1) = x2" — 1, tehat x" + 1 gydkei a

2n-edik egységgyokok koziil azok, amelyek nem n. egységgyokok, azaz
egy € primitiv 2n. egységgydk (pl. cos T + ™) paratlanadik hatvanyai.



) (X210 +x0+x* +x2+1)=x10 -1
(vagy a mértani sor 6sszegképletébdl

fx)=14+x2+x* 4+ x5 +xB = Xlo_l),

x2—1

tehat az f polinom gyokei a £1-tdl kiillonb6z6 10. egységgyokok, azaz
€ = cos g + isin g-re

f(x) = (x—¢e)(x—e?)(x —e3)(x —e*)(x — %) (x — e7)(x — e8)(x — £°).



Tobbszoros gyokok



D R integritasi tartomany, f(x) € R[x], c € R
c (legalabb) k-szoros gyoke f-nek, ha (x — ¢)* | f(x).
a ¢ gydk multiplicitasa f-ben k, ha 3g(x) € R[x], hogy
f(x) = (x — c)*g(x), és g(c) # 0.
c tobbszoros gyok, ha legalabb kétszeres, azaz ha (x — ¢)? | g(x).
Mj Ha f(x) = c(x — a1)® --- (x — a,)*, ahol az, ..., a, kilénbézdk,
akkor R nullosztémentessége miatt «; pontosan kj-szeres gyoke f-nek.
D Legyen K test, és

f(x) = anx" + an_1x" P+ ...+ ax+ a0 = Yp_oaxk € K[x]. Az f
polinom derivaltjan az

F(x) = k-ax*1 e K[x]
k=1

polinomot értjiik.



A ' K[x] — K[x] tulajdonsagai: Legyenek f,g € K[x] polinomok,
¢ € K konstans polinom, o € K testelem és n € N*. Ekkor

(1) ¢ =0¢€e K[x]
(2 (F+g)=f+¢g
(3) (af) = af’
(4) (fg) =f'g+fg’
(5) ((x—a)") = n(x —a)"?
B (1), (2), (3) nyilvanvalé a definiciébél
(4)-et a (2), (3) miatt elég x-hatvanyokra belatni.
(x™)x" 4+ x™(x") = mx™"Ix" 4 x"nx"L = (m 4 n)x™HL =
(xmny
(5)-hoz hasznélhatjuk a binomialis tételt:
(= a)Y = (£ Qr-ay=) = £ k(xtHoa) =



P Zii-ben: (6x% +5x* +8x +4) = 4x” +9x3 + 8.

T K test, f(x) € K[x], c € K.
¢ tobbszorés gyoke f-nek < f(c) = f'(c) = 0.

B (=) f(x) = (x — ¢)kg(x), ahol k > 1 ~»
F1(x) = k(x — ) Yg(x) + (x — O)¥g/(x) = F1(c) =0
(<) Legyen f(c) = f'(c) = 0.
c gyoke f-nek ~ 3g: f(x) = (x — c)g(x). Igy
f'(x) = g(x) + (x = c)g'(x) ~ 0 = f(c) = g(c) ~
Jh: g(x) = (x — c)h(x), azaz f(x) = (x — c)?h(x),
tehat c legaldbb kétszeres gyoke f-nek.

Mj A tétel bizonyitasabdl latszik, hogy ha ¢ az f polinom k-szoros
gyoke, akkor f’-nek legaldbb k — 1-szeres gyoke.

K Az f € K[x] polinom tdbbszorés gyokei megegyeznek (f, ') gyokeivel.



P1 Van-e tobbszords gydke f(x) = x° + 2x + 1-nek C-ben?

m f'(x) =5x* +2, és
(X3 +2x+1,5x* +2) = (x> + 2x + 1 — £x(5x* + 2),5x* + 2) =
(8x +1,5x* +2) = 1, mert kiilénben &x + 1 osztéja lenne
5x* + 2-nek, de az utébbinak nincs valés gydke.
Tehat f-nek nincs tobbszords gyodke.

P2 Van-e tobbszords gydke f(x) = x3 4 1-nek Z3[x]-ben?

m f'(x) = 3x%2 = 0, tehat (f', f) = f, vagyis f minden gydke t&bbszoros.
Valéjdban x3 + 1 = (x + 1)3 a Z3 test folott, tehat —1 haromszoros
gyok.



Valés polinomok faktorizacigja




T Ha az f € R[x] polinomnak o € C \ R gyoke, akkor & is gyoke, és a
két gyok multiplicitisa megegyezik.

B (A konjugélt is gyok) f(a) = apa"+ ...+ aja+a =0
(a0, a1,...,an € R) ~

0=0=3a,a"+...+ 318+ 3 ax € R igy ax = ax

(Azonos a multiplicitas) f fokara vonatkozé teljes indukciéval.

deg f =1 vagy 2 esetén v’

f-nek o és a gyoke, azaz f(x) = (x — a)(x — a@)g(x).

Mivel (x — a)(x — @) = x® — (a + @)x + ad@ = x*> — (2Re a)x + |a?
valés egylitthatés, igy g is valds egyiitthatds, melyben az indukcids

feltevés szerint v és @ multiplicitasa azonos. v/



T Valés irreducibilis polinomok
R[x]-ben irreducibilisek az elséfokii polinomok és azok a
masodfokiak, amelyeknek nincs valés gyokiik.

B Ha egy f € R[x] polinom irreducibilis, és o € C egy gyoke, akkor
a € R esetén x — a osztdja, o € C\ R esetén (x — a)(x — &) € R[x]
osztdja f(x)-nek.

K Minden n-edfoki f € R[x] polinom felirhaté

r S
Hx—aj Hx—i—bkx—i—ck)
j=1 k=1

alakban, ahol n = r +2s, aj € R és x% + biex + ¢ irreducibilis R

félott (azaz negativ diszkriminansi).

P x®—x*4+2x3 —2x2 4+ x—1=(x—1)(x? +1)?

11



F Adjunk meg olyan minimalis fok( polinomot C, illetve R folott,
amelynek az i kétszeres, az 1 haromszoros gyoke.

m (x —i)?(x —1)3, illetve (x — i)3(x +i)?(x —1)3 = (x> + 1)3(x — 1)3

P irjuk fel az f(x) = x® + x® + x* + x2 + 1 polinomot irreducibilis valés
polinomok szorzataként.

m Tekintsiik az f korabban kiszamitott gyoktényezos felbontasat C
folott:

f(x) = (x—e)(x—e?)(x —3)(x —e*)(x —e®)(x — ") (x — %) (x — °)
Mivel egy 1 abszolut értékii komplex szam konjugaltja megegyezik az

inverzével, itt ek-t 10—k

f(x):kﬁ (x —e)(x — &) = H(X —2(Reef)x +1) =

(x? — 2(cos ’5T)x +1)(x? - 2(cos i T)x + 1)-
(x2 — 2(cos 3T)x + 1)(x2 — 2(cos 4T )x + 1)

-nal kell pérosftanunk és ebbdl
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Racionalis polinomok gyokei




Hogyan ellendrizziik, hogy egy racionélis egylitthatés polinomnak
van-e gyoke Q-ban? Mivel minden Q[x]-beli polinom felszorozhaté
Z|x]-belivé, elég az egész egyiitthatds polinomok racionélis gydkeit
megkeresni.
Racionalis gyokteszt (Rolle-tétel)
Ha egy f(x) = apx" + ... + aix + ao € Z[x] polinomnak egy £ € Q
szam gyoke, ahol (p, q) = 1, akkor

plao qlan
azaz a szamlalé a konstans tagnak, a nevez6 a foegyiitthatonak
osztdja.
0= F(2) = an(2)" + ...+ ay(2) + a
0=anp"+an-1p" 'q+...+a1pq" ' 4 a0q" ~
q|anp" ~ q|ap (mivel (p,q) =1)
plaq" ~ p|ao (mivel (p,q) =1)
Ha f € Z[x] féegyiitthatéja 1, akkor f raciondlis gydkei egész szamok,

és 0sztoi a konstans tagnak. 13



m A raciondlis gyokteszt nem donti el, hogy van-e racionélis gyoke a
polinomnak, de véges sok racionalis szamra korlatozza a keresést.
Ezeket Horner-médszerrel ellendrizhetjiik.

P Keressilk meg a 2x* — 5x3 — 8x% + 17x — 6 polinom racionlis gyokeit!

M A széba joheté gyokdk: +1, £2, £3, £6, £3, £3.
Horner-elrendezéssel prébalkozunk:

2 -5 -8 17 -6

2 -3 -11 6 0 Vv A hanyadosnak nem gyoke az 1
-1 2 4 #p 12N
?

2 I #9 H#g N
=2 2 =( 3 0 Vv Nincs tobb negativ gyok.
% 2 —6 0 v A hanyados mar elséfokd.

A ll-es sorokban nem taldltunk gyokot, ezeket toroljik.
2x* —Bx3 —8x2 +17x — 6 = (x — 1)(x + 2)(2x — 1)(x — 3) "



Gyokok és egyiitthatok




T Viete-formulak

Ha egy polinom felbonthaté gyoktényezék szorzatara K|x]-ben:

anx"+ a1 X"V tax+a = an(x —ag)(x —az)...(x — ap),

akkor Elp—il
- =a1t+a2+...+a

an

dn—2
. = o100 +...010, + 0203 + ... + Qp—10p

n

40

(-1)"—= =aaz...q,
an

azaz egy 1 féegyiitthatés polinomban x* egyiitthatéjanak
(—1)"k-szorosat megkapjuk mint a kiilénbozé indexii gydokokbdl
képezheto Osszes k-tagl szorzat Gsszegét.

B Az x-hatvanyok egyiitthatdinak 6sszehasonlitasabél.
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F Miaz f(x) = 2x* — x> + 3x? — 5 polinom gydkeinek dsszege,

szorzata? Mi a gyokok négyzetdsszege? Bizonyitsuk be, hogy van
nem valds gyoke! (Hany valds gyoke lehet?)
Az egyszeriiség kedvéért osszuk le a féegyiitthatéval:

xt—1x3 4+ 3x% = 2 = (x — 1) (x — a2)(x — az)(x — aa).
e1:041+a2+a3+044:%, 642051052043044:—%

€ = (\1p + (13 + (1 Og + Qp(v3 + g + 30y = % ~
a%+a%+a§+a§:ef—2e2:%—2-%:—% ~+ van nem valds
gyok.

Ha csak nem valds gyok van, akkor a konjugalt parok szorzata az
abszolut értékiik négyzete, tehat e4 > 0 lenne.

Ebbdl kovetkezik, hogy van valds gyok is, de a nem valdsak szdma
paros, tehat pontosan két valds gyoke van f-nek.

Mennyi az n-edik egységgyokok Osszege, illetve szorzata?

x" — 1 gydkeinek ésszege —x"! egyh-ja: 0 han>1,1 han=1,
szorzata (—1)"(—1) = (—1)"+1.

16



P Mennyi a primitiv 15-6dik egységgyokok osszege?

m Keressilk meg azt az 1 féegylitthatds polinomot, amelynek a gyokei
éppen a primitiv 15. egységgyokok! Ez az Ggynevezett korosztasi
polinom, ®15(x). Altaldban, az n. kérosztasi polinom

©(n)

d,(x) = (x —¢j), ahol e1,...,e4(n) @ primitiv n. egységgydkok.
j=1

A ®15(x) gydktényezdi az x5 — 1 gydktényezdi koziil azok, amelyek

nem szerepelnek sem x3 — 1-ben, sem x® — 1-ben. Ennek a kettének

viszont x — 1 kdzds faktora.
15 1 10 5 1
Tehat &5 = X = ok =
(x*-1)(x3-1)/(x-1) x2+x+1

x8—x7+x5—x4+x3—x+1.

Tehat a primitiv 15. egységgyokok osszege 1.

(Mellesleg ehhez elég a hanyados elsé két tagjat kiszamolni.)



Harmadfoki egyenlet megoldasa




m Az x3 + ax? + bx + ¢ € C polinom

(+a>3+ oL <+a)+ (-2, 2%
X+ = —— | (x+= -+ —
3 3 3 3 27
alakra hozasa azt mutatja, hogy harmadfok( egyenlet gyokeinek

meghatarozasahoz elég az x3 + px + g alakiiakat vizsgalni!

T Cardano-képlet

Az x3 + px + g = 0 egyenlet megoldasait megkaphatjuk a kovetkezd
alakban:

2 3
i1 g q P\, p
= hol u= Al —= +4/( 2 L __P
X =u-+v, ahol u J > (2>+<3) és v 30

18



P Kiiszoboljik ki az x?-es tagot a x3 + 3x2 — 4x — 12 polinombdl!
ml Az els6é két tag alapjan x + 1 polinomjaként kell felirnunk a
megadott polinomot!

x343x% —4x —12=x3+3x2+3x+1—-7x—13
= (x+1)°-7(x+1)-6=y>*—T7y -6

m2 (x + 1)-gyel val6 ismételt maradékos osztassal:

1 3 -4 -12
-1 12 -6 -6 (x> +2x —6)(x +1)—6
-1 11 -7 (x+1)(x+1)—-7
-1 10 1I(x+1)40
-1 17 O(x+1)+1

Tehat a polinom: (x +1)3 —7(x+1)-6=y>—7y —6, a
helyettesités x = y — 1. 19



B Keressiik az x> + px + g gydkeit x = u + v alakban.

(ut vy +plut+v)+q=0
(B +v)+@Buv+p)u+v)+g=0
Ha talalunk olyan u, v part, melyre u3 4+ v3 4+ q=0és 3uv + p =0,

3

akkor taldltunk egy gyokot! Ez u3-re és v3-re a kovetkezd

egyenletrendszer megoldasat kivanja:

B3 = — (”)3 (1)

3
wB+vi=—g (2)
A gyokok és egyiitthatok osszefiiggése szerint v és v3 a
22 + gz — (§)? polinom gydkei, azaz u3,v3 = -1 +,/()2 + (§)3.

20



Mar csak ebbdl a két szambdl kell kobgyokot vonni:

3 g a\?  (pr\’ 3 g a\*, (P)’
@ O - 0)
Kérdés, hogy a 3-3 gyok alkotta 9 parbdl melyek Gsszege lesz valéban

gyoke a polinomnak, és megkajuk-e igy az dsszes gyokot?

Az (1) egyenlet helyett az eredeti uv = —% Gsszeparositja u és v
lehetséges értékeit, azaz igy valéban 3 {u, v} part kapunk.
Behelyettesités igazolja, hogy ha ¢ = —% + ?i primitiv harmadik
egységgyok, u+ v gyok, akkor a hdrom gyok:

X1 =U-+V
1 3

Xy = ue + ve? = —E(u—i— v) + \2[(u —v)i (ui. ueve? = uv = —g)
1 3

X3 = e’ + ve = —E(u—i— v) — \2[(u —v)i (ui. ue?ve = uv = —g)

21



Valéban, az (x — (u + v))(x — (ue + ve?))(x — (ue? + ve))
polinomban a Viete-formuldk szerint x? egyiitthatdja
—u(l+e+e2)—v(l+e+e2) = —ul—v0=0,

x egyltthatdja

(u+ v)(ue + ve?) + (u+ v)(ue? + ve) + (ue + ve?)(ue? + ve) =
P(l+e+e?)+v2(1 +e+e2)+ uv3(e +&2) =3uv(-1) = p,
és a konstans tag

—(u+ v)(ue + ve?)(ue? + ve) = —(u3e3 + vPv(l + e +€2)+
w?(l+e+e?)+v3ed) = (B +v3) =g

22



Mj Tegyiik fel, hogy f(x) = x3 + px + g € R[x]. Kiszdmolhaté, hogy az
f(x) = 0 egyenlet D = ()% + (§)* diszkriminansara

ha D > 0, akkor egy valds és két nem valds gyok van,

ha D = 0, akkor csupa valds gyok van, amelyek kozott van tobbszoros,

ha D < 0, akkor 3 kilonb6zé valds gydk van, viszont a
kiszamolasukhoz nem valés szambél kell kobgyokot vonni.
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P Hatarozzuk meg az x3 + 6x? + 21x + 52 polinom gyokeit!

my=x+2
1 6 21 52
-2 1 4 13 26
-2 1 2 9
-2 10
y3 49y +26

u:\3/ I+./(3 \/—13+\/132+33 v—13+ 14

lgy u = /1 valaszthaté 1-nek, és v = ’:/3 —§
yn=u+v=1-3=-2

yo=uetve? = (=3 + i) - 3(-} - $i) =1+ 2V3i

y3 =1—2V3i.

Tehat x; = —4, xo3 = —1 4+ 2V/3i,

x3 4 6x% +21x +52 = (x +4)(x + 1+ 2/3i)(x + 1 — 2V/3i)

24
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