Bevezetés az algebraba 1
Irreducibilis polinomok
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Irreducibilitas Q[x]-ben és Z[x]-ben



O

>

Ha f(x) € Q[x] és c € Q, ¢ # 0, akkor

f(x) irreducibilis Q[x]-ben <= cf(x) irreducibilis Q[x]-ben.
Masrészt minden Q[x]-beli polinom felszorozhaté Z[x]-belivé, tehat
elég Q[x]-ben az egész eh.-s polinomok irreducibilitasat vizsgalni.
f(x) € Z[x] primitiv, ha egyltthatéinak legnagyobb kézés osztdja 1.
3x% — 6x + 12 nem primitiv: 3 osztja mindegyik egyiitthatét.

6x2 4+ 10x — 15 primitiv: (6,10, 15) = 1.

f(x) = c konstans polinom primitiv. <= ¢ = =+1

Minden 0 # f(x) € Q[x] polinom felirhaté eldjeltél eltekintve
egyértelmiien f(x) = rg(x) alakban, ahol g € Z[x] primitiv és r € Q.
f(x)-et felszorozzuk az egyiitthatok nevezdjének Ikkt-ével ~~ Z[x]-beli,
és ezutan kiemeljik az egyiitthatok legnagyobb kozos osztojat.
Egyértelmiiség: Ha rigi(x) = rga(x) # 0, akkor alkalmas egésszel
felszorozva c181(x) = cpg2(x), ahol ¢, € Z, ¢; #0. ~~

cigi(x) egyutthatdinak Inko-ja |¢;|, mert g; primitiv ~-

|C1’ = ’Cg‘, azaz Cp = :I:Cl ~o gg(X) = :tgl(x).



P 23+ 1ix — 2 = &(18x® + 14x — 10) = £(9x3 + 7x — 5)

T Gauss-lemma

Primitiv polinomok szorzata primitiv.

B Tegyiik fel, hogy f(x), g(x) primitiv, de f(x)g(x) nem, pl. egy
p € NT prim osztéja az fg dsszes egyiitthatéjanak.
Tekintsiik az f(x) és g(x) polinomokat Z,[x]-belinek (n-et
azonositjuk n mod p-vel).
A feltétel miatt f(x), g(x) # 0, de f(x)g(x) = 0 a Zp[x]-ben.
De Z,, nullosztémentes (s6t test), ezért Zy[x]-nek is
nullosztémentesnek kell lennie. /



T A Gauss-lemma kovetkezménye
Ha f(x) € Z[x] felbomlik két kisebb foki polinom szorzatéra

Q[x]-ben, akkor Z[x]-ben is.
B Tegyik fel, hogy f(x) = g(x)h(x), ahol g, h € Q[x] nem konstans

g(x) = rgi(x), h(x) = shi(x) valamely r,s € Q szdmokra és
g1, h1 € Z[x] primitiv polinomokra.
Legyen tovabba f(x) egylitthatdinak legnagyobb kézos osztdja ¢ € Z,
és f(x) = cfi[x].
Ekkor cfi(x) = rsgi(x)h1(x), ahol fi és a Gauss-lemma miatt gy h; is
primitiv, igy a felbontas egyértelmiisége miatt 1 = +gyh1, és
rs = £c, tehat f(x) = (£cgi(x))hi(x) Z[x]-beli felbontas.

P f(x) = 2x3 4 5x? — x — 1-nek gydke az 3 ~» Q[x]-ben felbomlik:
f(x) = (x—3)(2x®+6x +2) = (2x — 1)(x® +3x + 1) ~> Z[x]-ben is.



K Ha f(x) nem konstans, primitiv polinom, akkor
f reducibilis Z[x]-ben <= f reducibilis Q[x]-ben.

B (=): valddi felbontasnak nem lehet konstans tényezdje, mert akkor f
nem lenne primitiv. ~~ Ez valédi felbontas Q[x]-ben is

(<): A Gauss-lemma kovetkezményébdl.

T Tétel
7 orimiei
(1) Z[x] irreducibilisei: PrmJE
Q folott irred. primitivek
(2) Q[x] irreducibilisei: Q folott irred. primitivek

# 0 konstansszorosai



B (1): Ezek irreducibilisek: konstans polinom csak konstansok szorzata
lehet. Masrészt, ami Q folott irred. és primitiv, az 7Z folott is.

Mas nem irred.: Tfh. f irred. Ha konstans, akkor csak prim lehet.
Ha degf > 1, és f nem primitiv, akkor f(x) = d - fi(x) valédi felb.,
ahol f; primitiv. ¢

Ha degf > 1, és f primitiv és Z[x]-ben irred., akkor Q folott is
irred.-nek kell lennie a korabbiak szerint.

(2): Az irreducibilisek # 0 konstansszorosai nyilvan irreducibilisek.

Forditva, ha f irred. Q folott, akkor felszorozhaté primitivvé:
g(x) =rf(x) € Z[x], 0 # r € Q, és akkor g is irred., de primitiv is,
vagyis f(x) = %g(x) egy primitiv irred. konstanszorosa.
P 5irred. Z[x]-ben, de nem irred Q[x]-ben (egység!)
2x + 4 nem irred. Z[x]-ben (2(x + 2)), de irred. Q[x]-ben.



T A szamelmélet alaptétele Z[x]-ben
Z[x]-ben minden # 0, +1 polinom felbomlik irreducibilisek
szorzatara, és ez a felbontds sorrendtdl es egységszeresektol

(el6jelektdl) eltekintve egyértelmdi.

B Felbonthatésag: f(x) = cg(x), c € Z, g(x) primitiv.
c=c1---cx Z-beli primekre bontas, g(x) = gi(x)- - - g-(x) kisebb
fokiak szorzatdra bomlik, amig lehet. Ezek irreducibilisek, mert g
primitivsége miatt 0-adfokd nem-egység mar nem emelhetd ki.
Egyértelmiiség: f(x) = c1--- ckg1(x) - - g(x), ahol ¢; € Z primek,
gj(x)-ek nem konstans irreducibilisek, tehat Q folott irred. primitivek.
A konstans szorzé és a primitiv gy - - - g, rész elojel erejéig egyértelmii,
és c felbontasa is egyértelmi Z-ben.
Ha g1---gr = h1 - - - hs primitiv irreducibilisekre bontés, akkor a Q[x]
folotti egyértelmi felbontas miatt r = s, és az egymasnak megfelelo
tényezOkre g; = th; valamely t € Q-ra, ahol gj, h; primitiv ~~ t = £1.



K Z[x]-ben is van legnagyobb kozds osztd, bar nincs euklideszi

P

algoritmus.

Bontsuk fel a kdvetkezd polinomokat irreducibilisek szorzatéra
Z|x]-ben! a) 12x3 — 6x2 + 24 b) x* + 4 c) x*+1

a) f(x) =12x3 —6x2 +24 =6(2x3 —x2+4) =2-3- (2x3 — x> + 4).
A harmadfokid komponens primitiv, és csak akkor lehet reducibilis, ha
Q folott az, azaz ha van els6foki faktora, és igy gyoke Q-ban.

A rac. gyokteszt szerint csak +1,+2, +4, i% jOhet széba, de egyik
sem gyok, gy 2x3 — x4 4 irred. Z[x]-ben is.

b) x* +4 = x* +4x> +4 — 4x% = (x> +2)% — (2x)?> =

(x% 4+ 2x +2)(x? — 2x + 2). A két faktor primitiv és nincs racionalis
gyokiik, igy irreducibilisek Z[x]-ben is.

c) Racionélis gyoke nincs. Ha felbomlik két masodfokdra, akkor Z
fslétt is felbomlik, de az csak (x? + ax + 1)(x? — ax + 1) vagy

(x2 4+ ax — 1)(x2 — ax — 1) lehetne, ahol x? egyiitthatéja 2 — a° vagy
—2 — 2% nem lehet 0. Tehat x* + 1 irred (Q[x] folétt is!).



Irreducibilitasi kritériumok




T Schonemann-Eisenstein-kritérium
Tfh. f(x) = apx" + ...+ a1x + ap € Z[x], és van olyan p € N*
primszam, hogy

ptan plan-i,...,2 p°1a0

Ekkor f(x) irreducibilis Q[x]-ben. (Ha f(x) primitiv, akkor Z[x]-ben

is irreducibilis.)

B Indirekt. Tth f(x) = g(x)h(x) valddi felbontas Q[x]-ben. A
Gauss-lemma koévetkezménye miatt feltehetd, hogy g, h € Z[x].
Tekintsiik ezeket modulo p, azaz Z, f6l6tti polinomokként.
Zp[x]-ben f(x) = apx” = apx - x---x az f irred.-ekre bontasa. =
Az alaptétel miatt g és h is x-hatvany konstansszorosa Zy[x]-ben, és
egyik se valt konstanssa a p 1 a, feltétel miatt. =
g, h-nak mint Zp[x]-beli polinomoknak a konstans tagja 0 =
g, h € Z|x] konstans tagja oszthaté p-vel = p? | ag #



P x" — p irreducibilis Q[x]-ben, és mivel primitiv, Z[x]-ben is irred., ha
p primszam. ~~ Q[x]-ben van akarmilyen nagy fokd irred. pol.

Mj A tétel csak elégséges feltételt ad a Q[x]-beli irreducibilitas
eldontésére, a tétel megforditasa nem igaz: pl. x + 1 irreducibilis, de
nincs megfeleld prim.

Mj A Sch.—E.-kritérium 6nmagéban a Z[x]-beli irreducibilitast nem
biztositja, csak ha a polinom primitivitasat is feltessziik. Pl. a 3x +6
polinomra teljesiilnek a Sch.—E.-kritérium feltételei p = 2-vel, de
Z|x]-ben 3x 4+ 6 = 3(x + 2) valédi felbontas.

P Irreducibilis-e Z flétt az f(x) = 2x* + 3x3 — 9x + 6 polinom?

m A p = 3 primmel a Sch.—E.-kritérium feltételei fonnallnak ~~ f(x)
irreducibilis Q folott, de primitiv is, mert az egyiitthaték Inko-ja 1, igy

7, folott is irreducibilis.
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T Forditott Schonemann—Eisenstein-kritérium
Tfh. f(x) = apx" + ...+ a1x + ap € Z[x], és van olyan p € N*
primszam, hogy

ptao, plai,...,an, p°fan
Ekkor f(x) irreducibilis Q[x]-ben.

B Indirekt. Tfh. f(x) = g(x)h(x) valddi felbontas. Feltehetd, hogy
g, h € Z[x].
Zp[x]-ben nézve f(x) = ag # 0 konstans, és deg f = degg + deg h ~»
g, h is nemnulla konstans Z, folott. =
g és h mint Z[x]-beli polinomok féegyiitthatdja oszthaté p-vel =
p? | an. ¢

P Irreducibilis-e az f(x) = 6x* — 12x2 + 6x — 47

m A forditott Sch.—E. p = 3-mal igazolja, hogy Q folétt irreducibilis. Z
folott nem, mert f(x) = 2(3x* — 6x2 + 3x — 2).

11



>

Legyen f(x) € K|[x], ahol K test, és a,b € K, a # 0.

f(x) irreducibilis K[x]-ben <= f(ax + b) irreducibilis K[x]-ben

Ha f(x) = g(x)h(x) valédi felbontas, akkor

f(ax + b) = g(ax + b)h(ax + b) is valédi, mert a polinomok foka
valtozatlan marad az ax + b behelyettesitésekor.

Ha f(ax + b) = k(x)¢(x) valédi felbontas, akkor az y = ax + b, azaz
D= %y — g behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy

f(y) =k (Iy = £) £ (Ly — &) is valodi felbontss.

lgazoljuk, hogy f(x) = x° + 4 irreducibilis!

f-re semmilyen primmel nem teljesiil a Sch.—E.-kritérium.

Tekintsiik az f(x + 1)-et. A binomialis tétel szerint
f(x+1)=(x+1)5+4=x>+5x* + 10x3 + 10x? + 5x + 5 mar
Sch.—E.-es p = 5-tel, tehat irreducibilis, és igy f(x) is az.
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P Irreducibilis-e az f(x) = 16x* — 8x2 + 6 polinom Q[x] félott?

m Sem a sima, sem a forditott Sch.—E.-kritérium nem teljesil ra.
Viszont f(x) = (2x)* — 2(2x)? + 6, tehat y = 2x helyettesitéssel azt
kapjuk, hogy g(y) = y* — 2y + 6 Sch.—E.-es p = 2-vel, ezért g(y)
irreducibilis, és igy f(x) = g(2x) is az.

F Alkalmas behelyettesitéssel és Sch.—E.-kritériummal adjunk (j
bizonyitast arra, hogy x* + 1 irreducibilis!

m (x +1)*+1=x*+4x3+6x?+4x +2 Sch.—E.-es p = 2-vel.
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Az n. korosztasi polinom
e(n)

®,(x) = [l (x — ), ahol €1, ..., e,0n) a primitiv n. egységgyokok.
j=1
(1) x"—1=]]®a(x)
d|n

(2) dn(x) € Z[x]

(1): Minden n-edik egységgyok d-edik primitiv egységgyok valamely
d | n-re és minden d-edik primitiv egységgyok n-edik egységgyok.
(2): Teljes indukciéval n-re:

®1(x) = x — 1, Pp(x) = x + 1, ezekre igaz.

Az (1)-bdl

x"—1

®q(x)
d|n, 0<d<n

Az ind. felt. miatt ®4(x) € Z[x], ha d < n, és 1 féegyutthatds is,
ezért a nevezdben szerepld szorzat is ilyen. Tehat a maradékos osztas

d,(x) =

Z|x]-ben is elvégezhetd, és a hanyados igy Z|[x]-beli.
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dg(x) = iij = x* 4+ 1, mert a nyolcadik egységgyokok koziil azokat

kell kihagyni, amelyeknek kisebb a rendje (1,2 vagy 4), azaz az x* — 1
gyokeit. Kordbban lattuk (tobbféle médszerrel is), hogy ez a polinom

irreducibilis QQ folott.

A ®,(x) irreducibilis, ha p prim.
xP -1 1
B ¢,(x) = T =xP" 4+ .. +x+1

Az x — x + 1 behelyettesitéssel Sch.—E.-essé lehet tenni:

(x+1)P-1 (kz_:o (z)Xk> ! Z
(x+1)—1 X B
0 < k < p, viszont (’f)zp,és()—l

Lesp| () h

®,(x) irreducibilis Q[x]-ben minden n-re.
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Egyéb mddszerek:

Polinomok Q[x]-beli faktorizalasa: LLL-algoritmus (Lenstra, Lenstra,
Lovész, 1982)

A Sch.—E.-tétel altaldnositdsa: Newton-poligonok

Ha p{ a, és f(x) irred. Zp[x]-ben, akkor irred. Q[x]-ben is:

Ha van valédi felbontasa Q[x]-ben, akkor ez Z[x]-beli felbontéssa
alakithato, és az Z, folott is valodi felbontast ad, mert a fétagok nem
tlinnek el.

f(x) = x* = 5x3 + 2x2 + 4x — 1 irred. Q[x]-ben?

Zs[x]-ben f(x) = x* 4+ x3 + 1 irred., mert nincs gyoke, és két
mésodfoka irred.-re sem bonthaté, mert (x% + x +1)2 = x* + x? + 1
az egyetlen, ami két irred. szorzata. Igy Q[x]-ben is irred.

Biz be, hogy f(x) = x* +5x3 — x2 + 1 irred. Q[x]-ben!

Rac. gydke nincs, és Zp folétt (x + 1)(x3 + x + 1) az irred.-ekre
bontasa, tehat Z folott sem lehetett két masodfok irred.-re bontani.
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Bizonyitsuk be, hogy ®12(x) irreducibilis.

Xl2 -1 X12 -1
d) = e =
20 = )82 ()83 (x)Pe(X)Ba(x) (6 — D)2 1)
| 24
x2+1 '

Nincs racionélis gyoke, mert az csak +1 lehetne.

Nem Sch.—E.-es (sem sima, sem forditott), sét nem is teheté azza:
®ip(ax + b) =

a*x* 4 423bx3 + a%(6b — 1)x% + 2ab(2b% — 1)x + (b* — b? +1).
Simahoz pta~ p|2bésp| (6b>—1) ¢

Forditotthoz p | a* ~ p* | a* # IGY NEM MEGY.

Semelyik p primre nem irreducibilis a Z, folott:

x*—x2+1=2((2x*—1)243) = (x> +1)? = 3x% = (x> = 1)2 + x?

Tehéat reducibilis, ha —3, 3 vagy —1 négyzetszam (kvadratikus
maradék) modulo p. Kénnyen belathatd, hogy két kvadratikus
nemmaradék szorzata, illetve hanyadosa kvadratikus maradék.
Tehét ebbdl sem lehet bizonyitani az irreducibilitast.  [GY SEM.
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Bontsuk fel R[x]-ben (akar elészor C[x]-ben) irreducibilisekre!

Xt —x?24+1=(x2+1)2-3x%2 = (x> +V3x + 1)(x> = V3x + 1), és
itt a masodfokiiaknak mar nincs valds gydke.

Ha Q[x]-ben felbonthaté két masodfokira (feltehetd, hogy 1
féegylitthatésra), az R[x]-ben is felbontas lenne, és az R-ben tovabb
nem bonthatd, mert nincs a polinomnak valés gyoke. Tehat az
irred.-ekre bontéas egyértelmiisége miatt az el6bbi felbontassal egyezne
meg, de azok nem Q[x]-beli polinomok. #

Ezzel belattuk, hogy ®12(x) irreducibilis. IGY IGEN!

Egy masik lehet6ség annak elemzése, hogy hogyan bonthaté fel
Z[x]-ben két masodfokli szorzatara: (x2 + ax + 1)(x? — ax + 1) vagy
(x? 4+ ax — 1)(x? — ax — 1) johet csak széba, de x? egyiitthatéja
egyiknél sem lehet —1. [GY IS.

Mj n < 12-re mikédik az, hogy behelyettesitéssel Sch.—E.-es alakra

hozzuk ®,(x)-et, és még j6 néhany mas esetre is.
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