Bevezetés az algebraba 1
Polinominterpolacio
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Lagrange tétele



Feladat: Adva van x1,x2,...,Xn, ¥1,¥2,...,¥n € K, ahol K test, és
Xi,...,Xp kilonbozdk. Keressiink olyan f € K[x] polinomot, melyre
f(xi)=yi (i=1,2,...,n).
Geometriailag K = R-re: Adva van a koordinatarendszerben n pont,
amelyeknek a vizszintes koordinatajuk kiilonbézé. Olyan polinomot
keresiink, amelynek a grafikonja keresztiilmegy az el6irt pontokon.
P (x1,y1)-hez j6 az y; konstans polinom (grafikonja egy vizszintes
egyenes).
Két ponthoz talalunk egy (legfoljebb) elséfokd polinomot (grafikonja
egy nem feltétlenil vizsszintes egyenes)
Harom ponton, ha nincsenek egy egyenesen, keresztiilvezethetd egy
parabola.
Mj Ha van ilyen f polinom, akkor co sok van, mert
n

f(x) + g(x) H(x — x;) is j6 tetszdleges g(x) € K[x] polinomra.
i=1



Lagrange-interpolacio

T Lagrange-interpolacio
K test, Xx1,X0, ..., X, Y1, ¥2,-- -, ¥n € K, X1,...,X, kilonbozok.
Ekkor pontosan egy olyan legfeljebb n — 1-edfoki f € K[x] polinom
létezik, melyre f(x;) =y; (i=1,2,...,n).

B (Létezés) Elészor elkészitjilk a Lagrange-alappolinomokat az adott

X1, ..., Xp helyekhez.
Li(x) = (x =x1) ... (x = xi—1)(x = xi41) - - - (x — xn)
' (i —x1) ... (G —xi—1) (i — xi+1) - - - (xi — xn)
1 hai=] n
ILalog) = R LI f(x)= Zy,-L,-(x) megfelel.
0, hai#j. i=1

(A tétel szerinti f a Lagrange-féle interpoléciés polinom)
(Egyértelmiiség) Ha f és g is ilyen, akkor a h(x) = f(x) — g(x)
polinomnak gyoke xi,...,x, =

(x =x1)---(x —xn) | h(x), dedegh<n—1= h=0, azaz f = g. 5
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Newton-interpolacié

Az interpolacié feladatat megoldhatjuk Ggy is, hogy el6szor az elsé
szamparhoz adunk interpolalé (konstans) polinomot, ezt médositjuk,
hogy a masodik szamparhoz is j6 legyen, stb.

Ha fi(x) j6 az els6 k szdmparhoz (és deg fx < k), akkor

fir1(x) = fi(x) + c(x — x1)(x — x2) -+ (x — xk) (ck € K)
is kielégiti az elsé k feltételt, és ¢, valaszthaté Ggy, hogy a
(k 4 1)-ediket is kielégitse:

megoldjuk az yky1 = f(xk+1) + (k1 — x1) -+ (k1 — Xk)ck
egyenletet az ismeretlen cx paraméterre (az egyitthat6ja nem nulla).

Tovabba deg fr+1 < k is teljesiil.



Mj A Newton-interpolacié el6nye:

Kisebb fokl polinomokkal kell dolgoznunk, mintha régton n
alappolinomot gyartunk.

Ha egy fliggvényt interpolalunk mérési eredmények alapjan,
finomithatjuk az interpolaciét () helyek hozzadadasaval.
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Oldjuk meg ismét az el6z6 feladatot:

fi(x) = -5

h(x)=-5+ca(x+1) f3(x) = 10x + 5+ c(x + 1)x
5=-5+4+¢(0+1) 5=154+¢-2-1

ca =10 & =-5

f(x) = 10x +5 f3(x) = —5x2 +5x +5

fa(x) = —=5x2 +5x+5+c3(x + 1)x(x — 1)
7T=-5+cx-3-2-1=c=2
f(x) = fa(x) =2x3> —5x> +3x +5



Lagrange tétele

Polinominterpolacié véges testek folott



T Minden f : Z, — Z, fiiggvény polinomfiiggvény, és oo sok kiilonbéz6
polinommal megadhaté.

B Az (i,f(i)) (i=0,1,...,p — 1) értékekhez van interpolalé polinom,
és ehhez x(x —1)(x —2)---(x — (p — 1)) tetszdleges polinomszorosat
hozzaadhatjuk.

Mj x(x —1)---(x — (p—1)) = xP — x, ugyanis a kis Fermat-tétel
szerint Z, minden eleme gydke (xP — x)-nek, s mivel ez mar p darab
kilonb6zd gyok, mas gydke nem is lehet az xP — x polinomnak.



F Egy széf kodja egy [0, p — 1]-be esé egész, ahol p prim. Osszuk meg
ezt n < p ember kézt Ggy, hogy koziliik barmelyik 3 ki tudja nyitni a
széfet, de semelyik 2 ne tudjon meg a kodrél semmit.

M Legyen f € Zp[x] egy masodfoki polinom, a széf kddja legyen £(0).
A k-adik embernek adjuk oda f(k) értékét (k =1,2,...,n).

Barmely 3 ember a harom (7,y:), (j,y;), (k, yk) parbdl egyértelmiien
fel tudja irni f-et, amibél megkapja 7(0)-t,

de 2 ember nem tud meg a kédrél semmit, mert minden t € Zj,
értékre pontosan egy legfoljebb masodfokl polinom van, melynek
grafikonja atmegy az (i, y:), (/, ;). (0,t) pontokon.

K (Titokmegosztas) Egy széf kédja m € {0,1,...,p — 1}, ahol p prim.
Egy legféljebb k — 1-fokd f(x) € Zp[x], m konstans tagi polinomra n
résztvevs (n < p) koziil az i. megkapja az (i, f(i)) szampart
(i=1,2,...,n). Ekkor barmely k résztvevé fel tudja tarni a titkot, de
semelyik legféljebb k — 1 résztvevé nem tud meg semmit a titokrdl.
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