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Szimmetrikus polinomok



D Legyen R egy egységelemes, kommutativ gylirl, és x1, X, ..., Xp
egymastdl kilonbozé szimbélumok. A

i i . .
p(x1, X2, ..., Xp) = ZailiQ...i,,Xszz X @iy € R, iy ...y in € Np)
alaki kifejezéseket R folotti n-hatdrozatland (n-valtozds) polinomnak
nevezziik. Halmazukat R[x1, x2, ..., x| jeloli.

Mj Legyen &sszevonva, ami 8sszevonhaté: pl. 2x7x3 — 5xix5 = —3x7x5.

P 3xdxs — x3x2 + 5xox3 — 2x3 € Z[x1, x2, X3]

Mj Ez a fogalom rekurziv médon is definidlhaté. R[xi, xz] nem mas,
mint az R[x1] gylirli folotti xp valtozdju polinomgylirii:
R[x1,x2] = (R[x1])[x2]. Altaldban
Rx1,x2,...,xn] = (R[x1, ..., Xn—1])[*n]-

P x3y? 4+ 3x%y2 — xy3 + xy? +2xy — y?> +7 € Z|x, y],
(=x)y® + (3 +3x% +x = 1)y? + (2x)y + 7 € (Z[x])[y]

T Az R[x1,x2, ..., Xxn] egységelemes, kommutativ gylirli és egységei azok
a konstans polinomok, ahol a konstans R-ben is egység. Ha R
nullosztémentes, akkor R[x1,x2, ..., x,] is az.



D Az ax!'x?...x/n (a€ R\ {0}) tag foka iy + i + ...+ ip. A
p € R[x1, X2, ...,xp] polinom foka a p tagjai fokdnak maximuma.

P deg(x3y? 4+ 3x%y* — xy +1) = max{5,6,2,0} = 6

D A p € R[x1,x2,...,Xn] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik,
ha valtozdinak tetszbleges permutéacidja utan p-vel egyenld polinomot
kapunk.

Mj Elég kikotni, hogy p nem valtozik, ha barmely két valtozdjat
kicseréljiik, mert minden permutacié megkaphaté elemek cseréjével.

P Az x12x2 + X12X3 + X1x22 + x1x§ + X22X3 + X2x§ — Txyxox3 polinom
szimmetrikus, de a x12x2 + X22X3 + X1X32 — Tx1x2x3 polinom nem!



D A valtozdk Osszes, k kiulonbozoé tényezobol allé szorzatanak
osszegeként kapott ex € R[x1, x2, ..., xn| polinomot k-adik elemi

szimmetrikus polinomnak nevezziik, azaz

ex(x1, %2, ..., Xn) = Z FOT specialisan
1< <ip<--<ixg<n

el(XlaX27 cee 7Xn) — Z Xi,

1<i<n
62(X17X27"'7Xn): Z XI'va

1<i<j<n
en(X1, X2, ..., Xp) = X1X2 ... Xp

P e(x)=x,
el(x,y) =x+y, ex,y) = xy,
el(x,y,2) =x+y+z elx,y z) =xy +xz+yz, &s(x,y,2) = xyz.



Latni fogjuk, hogy minden szimmetrikus polinom felirhaté az elemi
szimmetrikus polinomokbdl.

Allitsuk elé a p(x,y,z) = x3 + y3 4+ 22 € K|x, y, z] szimmetrikus
polinomot az e = x+y + z, & = xy + xz + yz és e3 = xyz elemi
szimmetrikus polinomok kifejezéseként!

g=(x+y+2z)3=

x3 4+ y3 4+ 23 +3x%y + 3xy? + 3x%z + 3xz% + 3y?z + 3yz? + bxyz.
Masrészt ejer = (x +y + z)(xy + xz + yz) =

x2y 4+ xy? + x%°z + xz° + y?z + yz? + 3xyz.

lgy p(x) = €} —3erex + 3xyz = €} — 3erer + 3es.



T Szimmetrikus polinomok alaptétele
Tekintsiik a K test folotti K[x1, x2, . . ., x,] polinomgylirit. Minden
szimmetrikus p € K[x1,x2, ..., x,| polinom felirhaté az elemi
szimmetrikus polinomok K folotti polinomjaként, azaz létezik olyan

fe K[.ylay2a o uyn] p0|in0m, hogy

p(x1, %2, ..., xn) = fler(x1, %2, -y Xn)y - -y €n(X1, X2, - - ., Xn))-

K Ebbdl és a Viete-formulakbdl kovetkezik, hogy egy f(x) € C[x]
polinom gyokeinek barmely szimmetrikus polinomjat fel lehet irni az
egyltthatékbdl, a gyokok ismerete nélkdl is.

P Ha az f(x) = x> — 4x®> — 3x + 2 polinom gydkei a, b, ¢, akkor mivel
egyenld a3 + b3 + 37

m a+b+c=4, ab+ ac+ bc = -3, abc = —2, tehat a korabbi
példabdl a3 + b3 + 3 =43 —3.4.(-3) +3(-2) = 9%.



-n

A tétel indukcids bizonyitasahoz sziikségiink lesz a tobbvaltozds
polinom tagjainak egy természetes rendezésére (melyik a f6tag?).
A tagokat , lexikografikusan” (abc-renben) fogjuk felirni: xxxyy,
XXYYYY, XY
A p polinom tagjainak lexikografikus rendezésén tagjainak olyan
sorrendbe valé irasat értjik, melyben
Xy X2 > Xp
. ax{lx2’.2 X bxg{lxé2 .xi (a#0, b # 0), ha valamilyen
k € {1,2,...n} indexre ix > jk, de minden m < k indexre
o = Jie
x13 = X1X23x§ - X1X22X3 - X23X3 = szg,
Rendezziik lexikografikusan az
x8x3 — Tx2x{ + 3x¥x3 + x{ x5 x3 + 2xi x5 — 5x1 polinom tagjait!
XPxEx3 + 2xx8 — TxEx] + 3x¥xs — 5x1 + x8x3
Egy tobbvaltozds polinom fotagja a lexikografikus rendezés szerinti
elso tag.



D

R integritasi tartomany folotti tobbvaltozés polinomok szorzatanak
fétagja a fétagok szorzata

Ha f-nek és g-nek két olyan tagjat szorozzuk Gssze, amelyek koziil
legalabb az egyik nem fotag, és az x; a legels6, amelynek a kitevdje
valamelyik tényezbben eltér a fotagbelitdl, akkor ez a szorzat is x;_1-ig
megegyezik, x; kitevojében pedig kisebb lesz a fétagok szorzatanal.

(A tétel bizonyitasa) A legfoljebb deg p fokd monomok (tehat egy
véges halmaz) lexikografikus rendezése szerinti indukci6val
bizonyitunk. Konstans polinomra az allitas igaz.

Az

k1

el .. e,’f" = (x1+x2+. . .—i—x,,)k1 (x1x2+. . .—i—x,,_lxn)k2 caxe . .x,,)k"

polinom fétagja a fétagok szorzata: xjihet—Fhnyketthn ko

Sy : ] : o . it i 3
Masrészt ha a szimmetrikus p polinom fétagja cx;'xy ... x/, akkor
i 22> 2 ip, ugyanis ij < ij11 esetén az a tag, amelyet x; és
Xi;,, cseréjével kapunk, lexikografikusan nagyobb lenne.



Mivel p fétagja és

c-(xi+x+...+ Xn)il_iQ(x1x2 +...+ x,,_lx,,)’é_"3 o (axe . .xn)i”

fétagja megegyezik, ezért a p(x) — ce:’f1 ... €% polinom fétagja a

lexikografikus rendezés szerint kisebb, mint p fétagja, igy az indukcids
feltevés szerint ez a polinom mar elemi szimmetrikus polinomok
polinomja, s ezzel p is az. (Vegyiik észre, hogy ennél a lépésnél nem
né a kapott polinom foka.)

A bizonyitas konstruktiv, az alkalmazott ,fétag kikiiszobolési eljaras”
a gyakorlatban is hasznélhaté.

egy masik médszer (mankd) arra, mi lesz a kivonandé elemi
polinomok polinomja:

xfxgxg’m (és van még x5 is) ~~ X1 X1 X1 X1 X1 Xq
X2 X2 X2 X2
X3 X3 X3
X4

oszloponként megszamolva a véltozokat: ejeleye?



D Egy szimmetrikus polinom homogén, ha tagjai egyetlen tagbdl

kaphatdk a valtozék permutélasaval (példaul az elemi szimmetrikus
polinomok is homogének).

Melyik az az f(x,y, z) homogén szimmetrikus polinom, amelynek
tagja az y3z?? Mi a polinom fétagja? Allitsuk elé ezt a polinomot
elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként!

A polinomnak 6 tagja van: y helyébe haromféle, z helyébe méar csak
kétféle valtozét valaszthatunk.

F(x,y,2) = y322 + y3x2 + x3y2 + x322 + 23x% + 232 =

=x3y? 4+ x322 4 x2y3 + x223 + y322% 4 y223, fétagja x3y2.
f(x,y,z) =(xy +xz+ yz)(xy + xz + yz)(x + y + 2)

—2(x3yz + y3xz + 23xy) — 5(x%y%z + x22%y + y22°x) =

e3er — 2xyz(x? + y? + z2) — bxyz(xy + xz + yz) =

e3e; —2e3(e? — 2e)) — Sezer = e3e; — 2367 — 3.
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F Legyen f(x,y) = x> + 2x*y + 3x3y? + 3x%y3 + 2xy* + y5. Allitsuk
el6 elemi polinomok polinomjaként.

m Vdlasszuk kiilén a homogén részeket!
(x® 4+ y®) +2(x*y + xy*) + 3(x3y? + x2y3) =
((x +y)5 = 5(x*y + xy*) — 10(x3y? + x2y3)) + 2(x*y + xy*) +
3(X3y2 —|—X2y3) —
& —3(x*y+xy*) =Ty +x2y?) = & —3xy (x*+y°) =T (xy)*(x+y) =
ef—3e2((x+y)3—3(x2y+xy2))—7e22e1 = ef—3eg(ef—3e2e1)—7e§e1 =

&) — 3exed + 2e3e;.
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P Legyen a, b, c az x> — 2x? + 4x + 3 polinom harom gydke. Adjunk
meg olyan 1-féegylitthatés polinomot, melynek gyokei ab, ac, bc.

m A gyokok és egyltthatok Osszefliggései szerint
at+b+c=2
ab+ac+ bc=4
abc = -3
A gyokok és egyltthatdk kapcsolata a keresett
(x — ab)(x — ac)(x — bc) polinomra:
ab+ac+ bc =4
a’bc + ab*c + abc®* = abc(a+ b+ c) = —6
(ab)(ac)(bc) = (abc)®> =9

innen a keresett polinom: x3 — 4x? — 6x — 0.

12



	Szimmetrikus polinomok

