Bevezetés az algebraba 1
Linearis egyenletrendszerek
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Gauss-eliminacio



D K test folotti n-ismeretlenes (n-valtozés) linearis egyenlet:
aix1 + axxp + -+ -+ apx, = b, ahol a;, b € K adottak.
Keressiik az egyenletet kielégit6 (xi,...,x,) n-eseket.

D K test folotti linearis n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer:

ainx1 + apxo+ ...+ aipxn = by

am1X1 + ame2x2 + ... + amnXn = bm,
ahol aj;, bj € K adottak.
Keressiik azokat az (xi,...,xn) n-eseket, amelyek mindegyik
egyenletet kielégitik.
aj: egyitthatdk, b;: konstansok, x;: ismeretlenek/valtozék
D Ha mindegyik egyenlet konstans tagja 0, a linearis egyenletrendszer
homogén, egyébként inhomogén.



Hogyan prébalkozunk a megoldéssal?
Behelyettesitéssel:
3x + 4y =5

2y = 8 = y=4

Atalakitéssal:

} = 3x+16=5 = x=-1

3x + 4y = 5
-2 x 4+ 2y = 8
X = -11 Most mar lehet behelyettesiteni.

D Két linearis egyenletrendszer ekvivalens, ha ugyanazok az
ismeretlenek, és ugyanaz az 6sszes megoldasuk.

3x+4y =5 x=-11 x=-11 x =-11
x+2y=38 x+2y= 8 2y = 19 =



>

Milyen atalakitasokat alkalmazhatunk?

o Felcserélhetiink két egyenletet.
e Egyik egyenlet tobbszorését hozzaadhatjuk a masikhoz.
e Egyik egyenletet megszorozhatjuk egy nemnulla szammal.

Ezek az elemi atalakitasok.
[gy valéban ekvivalens egyenletrendszert kapunk.
Az eredeti egyenletrendszer megoldasai nyilvan megoldasai az Gjnak.

Az (j egyenletrendszer megoldasai is megoldasai a réginek, ui. elemi
atalakitassal vissza lehet kapni az eredetit.
3x+4y =5 4

5
X+ y=28 1|8
matrixszal tudjuk leirni, és az atalakitasokat elég a matrixon elvégezni.

A
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D R gytrii (tdbbnyire test) folétti m x n-es matrix:
m sorbdl és n oszlopbdl all6 tablazat, elemei az R-bdl valdk.

R™*N az R f6lotti m X n-es matrixok halmaza.

all aio coo din
Ve - " . e e 321
A matrixokat nagybetiikkel jeloljik: A =
amil ... dmn
Elemei: a; az i. sor j. eleme,
alj
sorai: Ajx = [aj1 ... ain) oszlopai: A, :=
amj

n-dimenzids sorvektor . »
m-dimenziés oszlopvektor

1 X n-es matrix Lo
m X 1-es matrix

P 2 x 3-as matrix L2 !
01 -1



D

Elemi sormiiveletek a K™*" matrixain, ahol K test:

1) két sor felcserélése: Si < 5
2) egyik sor tobbszorosének hozzaadasa egy masikhoz (¢ € K-ra):
Si > Sj + CSj
3) egyik sor megszorzasa egy ¢ # 0 elemmel: Si > CS;
Az

da1i1 X1 + d1pXo + ...+ dipnXp = bl

egyenletrendszer

amiX1 + amaXo + ...+ ampnXp = bm,

matrixa vagy egyltthatématrixa: kib&vitett matrixa:
dil ... din dilr ... din b1
ami ... amn ami .-+ amn | bm

Ha egy egyenletrendszer kibdvitett matrixan elemi sormiiveleteket
végzlink, ekvivalens egyenletrendszer kibovitett matrixat kapjuk.
Az elemi sormiiveletek a korabbi ekvivalens atalakitasokat adjak.



Egyenletrendszer megoldasa Gauss-modszerrel:
Az egyenletrendszer kibvitett matrixat elemi sormiiveletekkel

"lépcsos” alakra hozzuk, és utdna behelyettesitésekkel megoldjuk.

D Lépcsos alak

Egy matrix |épcsos alaki, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

= a csupa 0-bdl 4ll6 sorok (ha egyaltalan vannak) a matrix utolsé

sorai;

= barmely két egymas utan kovetkez6 nem-0 sorban az alsé sor
elején (legalabb eggyel) tobb 0 van, mint a folétte 1évd sor elején.

A nemnulla sorok els6 zérustél kiillonboz6 elemét vezérelemnek

hivjuk. Egy vezérelem oszlopa bazisoszlop.

(ref: row echelon form)



P A kovetkezd matrixok |épcsés alakuiak:

01 011
1 -2 3 -4
3 2 10 0 0010
0 -5 6
0 4 01 0 00 01
0O 0 0 o
0 00 O0O
00 0O 1 0 -2 1
A kovetkezok nem: |0 2 -1 3], 0 2 10
0 0 1 2 01 01

A Gauss-moddszer, -kikiiszobolés vagy -eliminacié: linearis
egyenletrendszer megoldasa |épcsés alakra hozassal (oszloponként
haladva).



Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

X+ y+2z=0

1 1 20| s-25 (1 1 2
x+2+32=2 |2 2 3|2 2?3}1 00 —1
x+3y+3z=4 1 3 3|4 0 2 1
Xx+2+ z=5 12 1[5 01 —1
11 210 11 2 0 11
0 1 —1]5| 53250 1 -1 5| Si+3s3 |0 2

— —
0 2 14 0 0 3|-6 00
0 0 —-1]2 00 —-1] 2 0 0
X+ y+2z= 0 x=1

2y + z= 4—y=3 —(x,y,2z)=(1,3,-2)
3z= -6 2= =

A N O

O W = N



Végezhetiink egy |épésben tobb miiveletet is akkor, ha ez ugyanazt
adja, mintha egymas utin végeznénk el ezeket (azaz ha a miivelet
visszafordithatd).
Pl. ugyanazzal a sorral tobb sorban is nullazhatunk.
A Elemi sormiiveletekkel minden matrix 1épcsés alakra hozhaté.
B Az els6 olyan oszlopra, amelyben 3 £ 0 elem:
= az elsd sordba hozunk egy # 0 elemet, ha nem ilyen volt ott (pl.
sorcserével),
= és ezt hasznalva kinulldzzuk az alatta levé elemeket (az els6 sor
alkalmas szamszorosait hozzaadjuk az alatta levékhoz)
= Ezutan a matrix 1. sor alatti részére ismételjiik az eljarast.
A mér rendbehozott oszlopok nem fognak elromlani, mert méar csak

olyan sorokkal dolgozunk, amelyeknek a kész oszlopokhoz tartozé
részén csupa 0 van.
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Egyszeriibb megoldani az egyenletrendszert (megspérolhatjuk a
behelyettesitéseket), ha a matrixot elemi sormiiveletekkel "redukalt
|épcsos” alakra hozzuk.

D Redukalt lIépcsos alak

Egy matrix redukalt |épcsos alakd, ha

= |épcsos;
= minden vezérelem egyenld 1-gyel (vezéregyes);

= a vezérelemek oszlopaban a vezérelemeken kiviil csak 0 van.

(rref: reduced row echelon form)
P A kovetkezé matrixok redukalt |épcsos alakiak:

10 0 1 1 -2 0 —4
ool loa o ot o
0 00 O

o O O o
o O O
o O O O
o O —= O
o = O O
O = ==
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Minden matrixot redukalt 1épcsos alakra lehet hozni:
= |épcsos alakbdl: jobbrdl balra a vezérelemet 1-gyé tehetjiik, ha a
sorat leosztjuk vele, majd felfelé nulldzhatunk;
= vagy: eleve folfelé és lefelé is nullazunk a vezérelemekkel, amikor
a matrixot lépcs6s alakra hozzuk.
P Hozzuk redukalt 1épcsds alakra a legutdbbi er. matrixat, és ugy oldjuk
meg az egyenletrendszert!

m
11 2] o0 11 2] o0 1 10| 4
1 S1—2s4 1
0214553021452)4020 65_52>
00 3|—6 00 1]-2 00 1]-2
00 0| 0 00 0| 0 000| 0
11 0| 4 1 00| 1
x = 1
01 0| 3 agl01 0] 3 _ _
00 1|2 00 1]-2 y—2
00 0| 0 00 0| 0 ‘
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F Hozzuk egybdl redukalt 1épcsds alakra a kovetkezd kibovitett
matrixot, és oldjuk meg az egyenletrendszert!

2 1 310 1 -1 2|2| st |1 -1 2
11 1 R 1 1 o o 3
1 -1 2|2 2 0 0 3 -1
1 -1 2] 2 1 -1 2| 2 10 3
0 3 -1|-4 §520 1 1 (s gl 1
0 0 3| 3 0o 3| 3 00 3
C[to 3] #e3mf1o o]t x =
353 1 2 52+ s3
— |0 1 —3|—3 01 0|-1] = y =
00 1| 1 L 01 z =
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F Hozzuk redukalt 1épcsos alakra a kovetkezd kibdvitett matrixot!

1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 0 1]-1
2 1 1 0] — |0 =3 3/-6| — 10 1 -1 2
10 1)1 0 -2 2| -4 0 0 0 0

Mi a hozza tartozd egyenletrendszer megoldasa?

Akarmit is valasztunk x3-nak, az els6 sorbél x;-et, a masodik sorbdl
xo-t, kifejezhetjiik az egyenletek x; = —1 — x3 és xo = 2 + x3 alakja
szerint.

Tehat az egyenletrendszernek végtelen sok kiilonb6z6 megoldésa van,

de ezeket felirhatjuk a kovetkez6 alakban:

x = —1-—t
2+t  (t€R tetszbleges)

7= t
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D Linedris egyenletrendszer 1épcsés/redukalt [épcsés alak( matrixara:
szabad valtozo: amelynek megfelelé oszlopban nincs vezérelem
kotott valtozd: amelynek megfeleld oszlopban van vezérelem.

Egyenletrendszer megoldasa a redukalt 1épcsés alakbél (ha nincs
benne [0 ... 0| ¢] (c # 0) ellentmondasos sor):

A szabad valtozéknak tetszbleges értéket adunk, egymastol
flggetlendl (pl. kilonbozd s, t, u paramétereket),

Minden nemnulla sor vezéreleméhez tartozd valtozét kifejezzitk a
szabad valtozékbdl (mivel a matrix redukalt [épcsés, csak a szabad
valtozdk osztlopaiban van még nemnulla szam).

Ezzel biztositjuk, hogy a kapott értékek megoldasai legyenek az dsszes
egyenletnek, mas megoldas pedig nyilvan nem létezhet.

F Irjuk fel az alabi er.-nek a megoldasat (a valtozok xi, x2, X3, X2).

1 00 21 Szabad valtozdk xo = s, x4 = t,
0 01 3|2 ebbdl x; =1 —2t, x3 =2 — 3t.
0 00O0(O (s,t € R tetszdleges)
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T (1) Egy matrix redukalt lépcsés alakja egyértelmii.
(2) A lépcsés alak nem egyértelmii, de a vezérelemek helye igen.
B Az (1)-et késdbb bizonyitjuk.
(2) az (1)-bdl kovetkezik, ugyanis a lépcsés alakbdl a redukalt
[épcsost megkaphatjuk Ggy, hogy a vezérelemek helye ne valtozzon.
D Egy lin. er. konzisztens, ha van megoldésa (< a épcsés alakjaban
nincs ellentmondésos [0...0 | ¢] (¢ # 0) sor).
Az er. inkonzisztens, ha nem konzisztens.
T Tétel
00 elemszamu test folott egy linearis er.-nek csak 0, 1 vagy oo sok
megoldasa van. Ha a kib6v. matrixanak 1épcsés alakjaban

1) van [0...0 | ¢] (¢ # 0) ellentmondasos sor, akkor nincs
megoldas.

2) ha konzisztens, és nincs szabad véltozé, akkor 1 megoldés van.

3) ha konzisztens, és 3 szabad véltozd, akkor co sok megoldas van. "



Ha K véges test, |K| = g, az egyenletrsz. konzisztens K folott,
és s szabad valtozdja van, akkor a megoldasok szama g°.

Mivel az s szabad valtozénak egymastdl fliggetleniil g-féle értéke
lehet, ez dsszesen g - q - - - g = g°-féle lehet8ség (a tobbi valtozdt
ezek mar meghatarozzak).

lrjuk fel az kovetkezd er. 6sszes megoldasat Zs folott!
x + 2y + z = 1

2x + y + = 0

x + 2y + 2z = 21

1 2 1|1 1 2 1|1 1 2 00
21 0/0f—|0O0T1|1|—1(00 1|1
1 2 2|2 0 0 11 0 0 0]0
x=-2t=t, y=t, z=1(t €Z3), azaz a megoldasok

(1,1,1), (2,2,1), (0,0,1).
3 darab megoldas (31).
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Vektorok
K test, K" = {(x1,...,xn) | xi € K} rendezett n-esek halmaza.
K" elemei vektorok, K elemei skalarok.

A vektorokat sorvektorként: x = (x1,...,x,) vagy [xi ... Xp]

X1
vagy oszlopvektorokként x = | : | irjuk.
Xn
Miiveletek:
osszeadds: u+v = (v + vi, ..., Up+ vp),
skalarral szorzés: Au = (Auy, ..., Aup), ahol X € K.

(Ez megfelel az R? és R3-beli vektorok geometriai dsszeadasanak és
skaldrral szorzasénak.)

18



Linearis egyenletrsz. megoldasa vektoros alakban

Ha az [A | b] kibdvitett matrixd egyenletrendszer megoldhatd, és a
szabad valtozékhoz a ti, ..., t, paramétereket rendeltiik, akkor

x felirhaté x = vg + t1vi + ... + txv, alakban valamely rogzitett
Vo, ...,V vektorokkal.

1 -1 0 1| 3
P lrjukfelaz | 0 0 1 2| —1 | er. megoldasat vektoros alakban.

0 0 O0O0] O

m
x = 3+s—t 3+s—t 3 1 -1
X2 = S o s _ . 1 . 0
x3 = —1-2t =1l = 2 =l 0 =7
Xq t t 0 0 1
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Vektorterek és egyenletrendszerek




Vektorok miiveleti tulajdonsagai

(Al) u+v=v+u (S1) Mu+v)=Au+ v
(A2) (u+v)+w=u+(v+w) (S2) (M 4+ p)v=Av+ uv
(A3) 30:v+0=v WV (S3) (Au)v = A(pv)
(A4) YW 3I(—v): v+(-v)=0 (S4) 1-u=u

aholu,v,w e K", A\, u € K.
Mj Tehat K" az 6sszeadasra nézve Abel-csoport (de nem gyiirii!).
Mj Még néhany hasznos tulajdonsag:
Aw=0& A A=0vagyv=_0

—v=(—-1)v,ésu—v:=u+(—v).

20



Vektorok linearis kombinacidja
V1,...,Vkx € K" egy lineédris kombinacidja Ajvi + ... + v € K7,
ahol \1,..., A\ € K.

K"-ben minden vektor elééll e; = (1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0),
..., e, =1(0,...,0,1) lineéris kombinacidjaként:
(c1,...,¢cn) =cre1+ ...+ chep.
VY C K™ altér K"-ben (jele: V < K"), haV # (), és V Zart a
miiveletekre, azaz

uvey = u+tvey

AeEKwveY = JAvey
K™ egy nemiires részhalmaza altér < zart a linedris kombinacidkra

Vi,...,Vx € K"-re a v;-k altal kifeszitett (generalt) altér a legkisebb
olyan (tehat minden mas ilyenben benne levd) altér, amely
V1,...,Vk-t tartalmazza:

21



P Mik az R3? alterei? Hany vektorral lehet ezeket generalni?

m Az R3 tér pontjait azonosithatjuk a beléjilk mutaté helyvektorokkal,
és igy az altereket térbeli ponthalmazokkal.
Minden altérnek eleme a 0 vektor (mert 0 =0 - v).
0 := {0} (az origdbdl all6 egypontd ponthalmaz) 6nmagaban altér.
Ha V < R3 altér, és van 0 # v € V, akkor span(v) = {\v} C V), és
span(v) maga is altér. Az ehhez tartozé ponthalmaz egy origbn
atmend egyenes.

Ha span(v) nem a teljes V, akkor vegyiink egy u € V \ span(v)
vektort. Ekkor span(v,u) C V, és altér R3-ben. Két vektor linearis
kombinacidi mint pontok egy origén atmend sikot alkotnak.

Ha ezen a sikon kiviil is van pontja V-nek, akkor V = R3.

Tehat R3 alterei az origd, az origbn atmend egyenesek és sikok, és a

teljes tér. Ezek generdlasdhoz minimum 0,1, 2, illetve 3 vektor kell.
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Homogén és inhomogén egyenletrendszer megoldashalmaza
Egy lineéris egyenletrendszer homogén, ha minden konstans 0, azaz a
kibévitett matrixa [A | 0],

inhomogén, ha a kibdvitett matrixa [A | b], ahol b # 0.

Homogeén lin. er. megoldastere

A€ K™ = az [A | 0] homogén er. megoldasainak halmaza altere
K"-nek.

Legyen V a megoldasok halmaza.
0cV, mert 370+ ...+ a;,0=0Vi.
Ha x,x’ mo. = x+ X' is az:
Z_a,-j(ijrfo) = Z_a,-jijrZa,-jxf =04+0=0
j j J
és \x is az: Zau()\xj) )\Z ajxi = A0 =0

Az [A | 0] er. megoldasterét az A nuIIterenek is hlV_]Uk és N (A)-val
jeloljik.



b~

K™ affin altere: a+V ={a+v | v €V} valamely a € K"-re és
YV < K" altérre.

R3 affin alterei a pontok, egyenesek, sikok és R3 (nem kell az origét

tartalmazniuk).

U C K" affin altér < valamely/barmely up € U-ra U —ug < K.
(=) U=a+V, V<K" ug=a+ v tetsz. eleme U-nak =
U-u=WV+a)—(at+v)=V-v=V<K"

(x &V D:v=(v+vy)—voEV—vp)

(<): U=up+ (U—up), ahol U —ug < K" a feltevés szerint.
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T Lin. er. megoldashalmaza

Tfh. [A | b] konzisztens, és xo az egyik megoldasa. Ekkor az er.
megoldésainak a halmaza az xo + V affin altér, ahol V = N(A) az
[A | 0] homogén er. megoldastere.

B V xp+ v E xy+ V megoldas:
Za,-j(xoj—i- VJ) :ZaUXOJ+ZaU‘/j =b+0=0b vV
VJ megoldas xg + Vj—ben van: :
Ha x megoldasa [A | b]-nek = x — xg mo.-a [A | 0]-nak:
Z a,J(xJ — XOJ') = Z a,-J-xj — Za,'onj = b,' - b,‘ =0 Vi,
fjgyx—xo EV:>Jx€xo+)J/.
D Egyetlen nemtrivialis lin. egyenlet megoldashalmaza hipersik K"-ben:

{(x1,...,xn) | @x1 + ...+ apnxn, = b}, ahol (a1,...,a,) # (0,...,0).

25)



D Hipersik implicit egyenlete: aijx; + ...+ apxp, = b
Hipersik explicit (paraméteres) egyenlete: az [a; ... a, | b] megoldasa
paraméterekkel felirva.
P R2-ben a hipersikok az egyenesek.
R3-ben a hipersikok a sikok.
Az x + 2y — z = 3 implicit egyenlet(i sik:

x = 3—2s+t

12 -1 | 3] y = s explicit egyenletrendszer,
z =t
X 3 =2 1
illetve vektorosan: |y| = |0| +s-| 1| +t-|0| (t,seR)
z 0 0 1
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P

m

Linearis egyenletrendszer sormodellje

Az egyenletrendszer megoldasa az egyes egyenletek altal definialt
hipersikok metszete.

_ 9 =
x y + z sikok R3-ben. Mi a metszetiik?
2x + y — 3z
1 -2 -2 1 1 0 —-1]1
— —
2 1 5 0 01 -11|0
x = 1+t X 1 1
y = t = y| =10 +t- |1
z = t z 0 1

Mi lehet R3-ben két, illetve harom sik metszete?
Két sik metszete: (ires, egyenes vagy sik.

Harom siké: iires, pont, egyenes vagy sik.

27



Két sik metszete:

A——
y.

Harom sik metszete:

L -
= =4 S




D Egy A € K™*" matrix oszloptere a K™ vektortérnek az A oszlopai
altal kifeszitett altere. Jele: O(A).

A Oszlopmodell

Az [A | b] kib8vitett matrixa egyenletrendszer a kdvetkezd

vektoregyenlettel ekvivalens:

ail a2 ain b1

a1 a» aon by
X1 + . Xo + ...+ . Sy =

aml am2 dmn bm

E szerint a modell szerint egy egyenletrendszer pontosan akkor
oldhaté meg, ha b eldallithaté az A oszlopainak linearis
kombinacidjaként, azaz ha b € O(A). A megoldas pedig megadja a

lehetséges elballitasok egyiitthatdit.
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Szimultan egyenletrendszerek

Ha tobb olyan egyenletrendszert szeretnénk megoldani, amelyben
ugyanaz az egyltthatématrix, csak a konstans oszlop mas (pl. tébb
vektorrdl is szeretnénk elddnteni, hogy benne van-e egy altérben),
akkor ezeket egyetlen Gauss-eliminacidval is megoldhatjuk, a konstans
oldalon tébb oszlopot egyméas mellé irva.

[Vi...vp|bc..]—=— - [Vi...v,|bc..]=

[vi...vp | b] ekvivalens [V] ...V} | b']-vel,

[Vi...v, | c] ekvivalens [V} ...V} | c']-vel, ...

Benne van-e a v = (1,0,0,0), illetve a w = (1,1,1,1) az R*nek az
a=(1,0,-1,2), b=(1,1,0,1) és ¢ = (0,2,1,0) vektorok &ltal
kifeszitett alterében?
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Ebbdl v = —a + 2b — ¢, viszont w ¢ span(a, b, c).

11 01 1 1 10 1 1
01 201 0 1 2] 0 1
—
-1 0 1|0 1 0 11 1 2
| 2 1 0(0 1 0 -1 0]—-2 -1
10 -2 10 100|-1 -2
01 2| 01 01 0] 2 3
0 0 -1 11 0 0 1|-1 -1
100 2/-20 0O 00| 0 2
A két egyenletrendszer redukalt 1épcsos alakja
[1 0 0] -1 10 0]-2
01 0| 2 , 01 0| 3
és
0 0 1|-1 0 0 1|-1
0 00| O 0 0 0| 2
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Ha megadunk egy alteret, szeretnénk azt minél kevesebb vektorral

kifesziteni, azaz a generald vektorokbdl elhagyni a , foloslegeseket”.

D Linearis fiiggetlenség

A vy, ...,vg € K" vektorok linedrisan fuggetlenek (ftln), ha
AV + ...+ v =0 = A\ =...= A =0,

azaz a vektoroknak csak a trivialis linearis kombinaciéja ad 0-t.
Linearisan osszefliggdk (6f.), ha nem fliggetlenek.

P 0 egymagaban Osszefliggd, mert 1 - 0 = 0 nemtrivialis linearis
kombinacid.

P (1,0,1), (2,1,1) ftln, mert ha A(1,0,1) + u(2,1,1) = 0, akkor
A+20=0 p=0éA+p=0igy \=p=0.
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A (1) Egy v vektor ftin < v#0
(2) k = 2-revy,...,vk ftin & semelyik nem all el6 tobbi linearis
kombinacidjaként.
B (1): Tudjuk, hogy A\v =0 < X\ =0 vagy v=0.
Tehat v # 0 ftin, viszont lattuk, hogy 0 of.

(2): Helyette: 6f < valamelyik eléall a tobbibdl.
k

(=): Ha _Zl Aivi =0, és pl. \; # 0, akkor v; = ;_—%{v;.
i= i#j
(«<): Hapl. vj = 3 pjvj, akkor
i#j
—pavy + ...+ —pj—1vj—1 + ]_Vj — W1Vl — .. — gV = 0

nemtrivialis kombinacié, mert 1 is az egyttthatok kozott van (még ha
az Gsszes ; nulla is lenne).
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F Lineérisan fiiggetlenek-e
a) (1,1,0),(0,0,0);
b) (1,2),(0,1),(=2,—-4);
c) (1,2,0),(0,1,-1),(1,1,1)?
m a) Nem, mert 0 benne van, és 10 = 0 nemtrivialis kombinacié.
b) Nem, mert (-2, —4) = —2(1,2)
c) Legyen a harom vektor vi,vo,v3. Akkor ftin, ha a [vivovs | 0]
egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa van.

1 0 1|0 1 0 1]0 10 1|0

2 1 1/0|—|0 1 —-1|0|—|0 1 —-1/0

0 -1 1|0 0 -1 110 00 010
Ennek a megolddsa x; = —t, xop = t, x3 = t, tehat pl. t = 1-re

—v1 + vz + v3 = 0 nemtrividlis linedris kombinacid, tehat 6f (vagy

mert vi = v + v3).
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A Legyen A=[a;...ay], azaz ai,...,a, az A oszlopai. Ekkor
ekvivalens:
(i) a1,...,ax ftin
(i) az [A| 0] er-nek csak trivalis (0) megoldasa van
(iii) A lépcsés alakjaban minden oszlop bazisoszlop (azaz tartalmaz
vezérelemet)
(iv) A redukalt 1épcsés alakja

1 0 0
0
0 0 1
0

35



B (i) < (ii): a definiciébdl
(if) = (iii): [A]0] —— [L | 0]-ban nincs szabad valtozé = L minden
oszlopaban van vezérelem.
(iii) = (iv): A redukalt |épcsés alakban is minden oszlop bazisoszlop,
és itt a vezéregyes alatt és folott is csak 0-k lehetnek.
(iv) = (ii): [A]| 0] —— [L] 0], ahol L redukalt 1épcsés, és a (iv)-ben
megadott alakl = egyértelmii a megoldas.

Mj Egy homogén lin. er.-nél elég az egylitthatomatrixot eliminalni, a
konstans oszlop Ggysem valtozik.

P (1,2,3,4),(0,1,0,1), (1,1,1,0) ftin-e R*-ben?

m Elég a Iépcsds alak:

10 1 10 1 10 1 10 1
2 1 1 01 -1 01 -1 01 -1
311 o1 =2 “loo -1l "loo -1
410 01 —4 0 0 -3 00 0

Tehat fliggetlenek.
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T A redukalt Iépcsos alak egyértelmiisége

Egy test elemeibdl képzett minden matrix redukalt |épcsés alakra
hozhaté. Ez az alak egyértelmdi.

B Indirekt: R és S két redukalt 1épcsds alak. Valasszuk ki az elsé
oszlopot, melyben kiilénboznek, és az 6sszes megel6z6 bazisoszlopot:

X

n
rn

rk

vagy R=

0
0

0
0
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1 0 51_ 010
1 00
1 0| s
& _ : S = o1
) I s | Vvesy S 00
0 0 ol o 0 0 ... 1
0 0 ... 0fO

A

Mivel oszlopok kihagydsa nem valtoztat a sorekvivalencian, ezért az R
és 5 matrixok ekvivalensek, azaz a hozzajuk tartozé két
egyenletrendszernek ugyanaz a megoldasa

~> vagy minden i = 1,..., k indexre r; = s;, vagy egyik
egyenletrendszer sem oldhaté meg, tehat R =S, ellentmondas.
rref(A) az a fliggvény, mely egy m x n-es matrixhoz a redukalt
[épcsos alakjabdl a zérussorok elhagyasaval kapott matrixot rendeli.
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D

Egy A matrix i. oszlopat bazisoszlopnak hivjuk, ha (redukalt) [épcsds

alakjaban az i. oszlop bazisoszlop.

(1) Egy A=[a;...a,] matrix i. oszlopa pontosan akkor bazisoszlop,
ha a; ¢ span(ay,...,a;_1) (illetve i = 1 esetén, ha a; # 0).

(2) Ha a; nem bazisoszlop, és by, ..., b; rendre a téle balra levé
bazisoszlopok, tovabb4, ha rref(A) i. oszlopa [ry...r;0...]7,
akkor a; = riby + ...+ rb;.

(1) a; bazisoszlop < [a1...a;_1 | aj] 1épcsds alakjaban is lejjebb

nyulik az i. oszlop az el6z6ktdl, vagyis amikor ez az egyenletrendszer

inkonzisztens.

(2) A [by...bj | aj] redukalt Iépcsés alakjabdl az oszlopmodellnek

pontosan az x; = r1, ..., x; = rj megoldasa olvashat¢ le.

Az A oszlopterében a bazisoszlopok fliggetlenek, és kifeszitik az egész

oszlopteret.

Az, hogy fliggetlenek, kovetkezik a bazisoszlopokhoz tartozé redukélt

lépcss alakbdl, a masik allitas pedig az elézd allitas (2) részébdl. 3
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