Bevezetés az algebraba 1
Vektorterek
Wettl Ferenc diginak felhasznalasaval



Vektortér bazisa és dimenzidja



D Legyen X halmaz, és # C P(X), ahol P(X) az X hatvanyhalmazat,
azaz oOsszes részhalmazanak halmazat jeloli.

A € H maximalis H-ban, ha AC Be H = A=B.
A € H legnagyobb H-ban, ha BC A VB € H.
A € H minimélis H-ban, ha AD Be H = A= B.
A € H legkisebb H-ban, ha AC B VB € H.

P1 span(vi,...,vk) < K" a legkisebb altér, ami tartalmazza a
Vi,...,Vk vektorokat, azaz ezt tartalmazza az Osszes ilyen altér

P2 Az {(1,0),(0,1),(1,1)} halmazban {(1,0),(0,1)} és {(1,0),(1,1)}
is maximalis figgetlen részhalmaz, de egyik sem legnagyobb: egymést

sem tartalmazzak.



Legyen V < K", U C V (esetleg lires vagy oo) részhalmaz.
D Definicié

span(U) = UC)OV<V W

(= {U elemeibdl készitett véges linedris kombinaciok} U {0})
U generatorrendszere V-nek, ha span(U) = V.
U fliggetlen, ha u ¢ span(U \ {u}) minden u € U-ra.

K U fliggetlen < U minden véges részhalmaza fiiggetlen
(a korabbi, véges halmazokra vonatkozé definici6 szerint)

Mj span(() = {0}, () fuggetlen, v figgetlen & v # 0
(ui. v ¢ span(0) = {0} < v#0)
D Definicio

U bazis, ha generatorrendszer és fliggetlen.



A Generatorrendszerek és fiiggetlen halmazok tulajdonsagai
UCWCY K.
(1) U generatorrendszer = W is genrsz
(2) U genrsz, u € span(U \ {u}) = U\ {u} is genrsz
(3) W ftln = U is ftln
(4) W ftin, v ¢ span(W) = W U {v} is ftin.

B (1): U-belilin. komb.-k W-beliek is.
(2): Egy u-t tartalmazé U-beli lin. kombinacidban u lecserélhetd egy
U \ {u}-beli kombindciéra.
(3): U-beli nemtrivialis lin. kombinacié W-beli nemtrivialis
kombinacié is, tehat ha U of lenne, akkor W is 6f lenne.
(4): Tfh egy W U {v}-beli nem trivialis kombinacié 0. Ebben v nem
nulla egyiitthatéval szerepel, mert W ftin. = v kifejezheté6 W-bol. ¢



T Bazis jellemzése
U CV < K"-re ekvivalens:

(i) U ftln és genrsz (azaz U bazis)
(i) U minimalis genrsz V-ben
)

)

(i) U maximalis ftln V-ben
(iv) ¥V minden eleme felirhaté U-beliek lin. komb.-jaként, és ebben a

felirasban az egyiitthatok egyértelmiiek.

B (i) = (ii): Tetsz. u € U-ra u ¢ span(U \ {u}), tehat U valddi
részhalmazai nem genrsz-ek.
(if) = (iii): Ftin: kilénben létezne u € span(U \ {u}), tehat U nem
lenne min. A(2) szerint.
Max. ftin: Ha 3 bévebb ftin = Jv: U U {v} ftin = v ¢ span(U) =

U nem genrsz. ¢



(iii) = (iv): Felirhaté: max. ftin = Vv € V' \ U-ra U U {v} nem ftin
= v € span(U) A(4) miatt = v felirhaté U-bél (az U-beliek meg
nyilvan).

Egyértelmiien: két felirds kiillonbsége a 0 nemtrividlis eléallitasa lenne.
ZU ftin

(iv) = (i): genrsz: Yv € V felirhaté U-bdl.

ftin: a 0 is csak egyféleképpen allithaté elé (azaz csak 0
egyitthatokkal).

Egy matrix bazisoszlopai (a 1épcsés alak vezérelemet tartalmazd
oszlopainak megfelelé sorszdmi oszlopai) az oszlopterének bazisat
adjak.

e; =(1,0,...,0),e2 =(0,1,0,...,0),...,e,=(0,...,0,1) bazisa
K"-nek, mert minden vektor egyértelmiien irhaté fel ezek lineéris
kombinacidjaként. Ezt a bazist a K" standard bazisanak nevezziik.



T Baazistétel
Minden V < K" vektortérnek van bazisa. A bazis elemszama

egyértelmii, és < n.

B K"-ben nincs n-nél tobb ftin vektor, mert ha ay,...,a, ftin, akkor
rref[a; . ..a,] minden oszlopaban van vezéregyes, de legfoljebb n
vezéregyes lehet az n sorban. Igy r < n.

Tehat V-ben van maximalis ftln részhalmaz, ami a tétel szerint bazis,
és lattuk, hogy < n elemszamd.

Az elemszam egyértelmiisége: Tth B = {by,...,b,} és

C ={ci1,...,cs} is bazis, ahol r <.

Legyen B=[by...b,] és C =[c1...cs]. Ekkor a [B | C] szimultan
er. redukalt [épcsds alakja [L | C'], ahol L minden oszlopa bazisoszlop.
Az egyrsz. megoldhaté, mert B genrsz. =

C’-ben < r nemnulla sor van = rref C = rref C’-ben < r vezérelem

van, de minden oszlopban van vezérlem = s <r = r =s.



Mj A vektortereknek fontos és kiilonleges tulajdonsaga, hogy minden
min. genszr-e ugyanannyi elemi. Pl. Abel-csoportokban ez nem igaz:
(Ze,+)-ban {2,3} és {1} is minimalis generatorrendszer.

D Dimenzio
Y dimenzidja: dimx V = dimV a V tetszbleges bazisdnak
elemszama.

P {0} 0-dimenziés (bazisa )
R3-ben az origdn atmend egyenesek 1-dimenziésak, az origbn atmend
sikok 2-dimenzidsak.



Néhany alapvetd tény a dimenzidrél
= K" dimenziéja n, mert a standard bazis n elemii. =
= K" minden bézisa n elem.
Ha dimV = m:
= V-ben minden genrszr > m elemi (ui. lesziikitheté bazissa).
= V-ben minden ftin halmaz < m elemii (ui. kibdvithetd bazissa)
= ) tetsz. m elemii részhalmaza
bazis < ftin < genrsz.
U < V-re
s dimU < dimV (U bazisa ftin V-ben is)
s Y=V & dimlU =dimV:
=: Vv
<: kilénben U bazisa még nem bazis V-ben, de akkor kibovitheté V
bazisava legaldbb egy elem hozzdadasaval, tehat dimi/ < dim) /¢



P Fiiggetlen-e R*-ben:
a=(1,0,1,0), b=(1,1,1,1), c = (~1,0,1,0), d = (0,0,0,1)?

ml

11 -10 1 000
01 00O 0100
——7
11 10 0010
01 01 0 001

m2 Liassuk be, hogy mindent generdlnak! Elég: az e, e, e3, es-et
generaljak.

V = span(a,b, c,d).
e3=3(@a+c)eV=>a—e;=e €V,

e, =deV=e,=b—-—e —e3—e; V. lIgen.

10



Definicié

Legyen B = {by,...,by} bazisa a V < K" vektortérnek, ahol a
baziselemek sorrendje is rogzitve van.

TetszOleges v € V-re a v koordinatavektora a B bazisra nézve:

X1 k
[V[s=|: ], aholv= Zx,-b,-
i=1

Xk

Tudjuk, hogy ez a koordinatavektor egyértelmi.
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P Legyen B={(1,0,1),(0,2,-1),(1,1,0)}.
a) Lassuk be, hogy B bézis R3-ben!

b) v=(1,0,0)-ra [v]g =?

c) [w]g =

5
1| =
=2

w ="

m Keressiik azt a [v]p = x vektort, amelyre x;b; + x2by + x3bz = v.

Gauss-eliminaciéval:

1 01
0 21
1 -1 0

(1 0 1
01 1
00 -1

1
0
0
1
1
=2

—

—

1
0
0

0
2
-1
100
0 10
0 0 1

=i

A red. 1épcsGs alakbdl latszik az is, hogy B fliggetlen,

bazis is.

1

w = 5b; +1by —2b3 =5 (0| +

1

1] 1
1] o| —

~1

-1

-1 :>[V]B:

2
0 1 3]
21 =211l = 1o
-1 0 4

s mivel |B| = 3,
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Linearis leképezések




n
D K"-ben két vektor standard skaldrszorzata x -y = > x;y; € K.
i=1

=
D Matrix és oszlopvektor szorzata:
A€ KmMXM_re és x € K" 1-re
Ax € K™ az A oszlopainak xi, ..., X, egyiitthatés lineéris

kombinacidja

all ain aiixy + ...+ ainXn
asi a2n

Ax = xq + ..+ Xy =
dm1 dmn amiX1 + ...+ amnXn

P Ha B={by,...,by} aV vektortér egy bazisa (oszlopvektorokkal
irva), és [v]p = x, akkor

v = [b; ... by]x mint oszlopvektor.
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b~}

Lineéaris er. szorzatos alakja:
Ax=Db

Oszlopmodell: x;01 + ...+ x,0,=b

S1-X by
Sormodell: : =

Sm * X bm
Alx +y) = Ax + Ay
A(Ax) = AAx.

Alx+y) = Z(X, +yi)o; = Z x0i + 32 yio; = Ax + Ay

i=1 i=1 i=

()\X,) i = = Z Xi0j = AAxX
i=1 i=1

M:

A(Ax) =

14



D Linearis leképezés
Legyenek V, W K folotti vektorterek.
f:V — W linearis leképezés, ha

flu+v) = f(u)+f(v)
FOw) = (W) }Vu,ve V, NeK

K Ha f lineéris, akkor f(0) =0 (ui. f(0) =7(0-0)=0-f(0)=0).
P1 A€ K™ "re fa: x — Ax linedris leképezés K"-bdl K™-be.

P2 Ha f : R3 — R3 egybevagésag, ami helyben hagyja az origét, akkor
az szintén linearis leképezés, mert paralelogrammat paralelogrammaba
visz (tehat tartja az Osszeget), és aranytartd (tehat tartja a
skalarszorost).

Pl. origdn atmend sikra vald tiikrozés, origdn atmend egyenes koriili

forgatas ilyenek.
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P3 Ha B={by,...,b,} bazisa a V vektortérnek, akkor a
kg :V — K™, v |v]g koordinitdzé leképezés:
u=> xib; ésv=>ybj-re
u+tv=>(x+y)b; = x+y=kg(u)+ kp(v)
Av = 3(Aiyi)bi = Ay = Akp(v).
S6t, ez a leképezés sziirjektiv és injektiv, azaz bijektiv is:

sziirjektiv, mert minden x el6all az 3 x;b; képeként, és

injektiv, mert ha kp(u) = kg(v) = z, akkor u =Y z;b; = v.
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>

Képtér és magtér

Legyen f : V — W lineéris leképezés

f képtere Imf = {f(v) | ve V} és

f magtere Kerf ={veV | f(v) =0}

Imf <W és Kerf < V.
0=17(0) €Imf, tehdt Imf # (), és f(u),f(v) € Imf-re
f(u)+f(v)=f(u+v)€lmf és A\f(u) =f(Au) €Imf (A € K).
0 cKerf, ésu,veKerf-re flu+v)=rF(u)+f(v)=0+0=0=
u+tveKerf,é f(Au)=A(u)=X0=0 = AucKerf (A €K).
f sziirjektiv < Im f =W
f injektiv & Ker f = 0.
A sziirjektivitas nyilvanval6. v/
Ha f injektiv, akkor v € Kerf = f(v) =0=f(0) = v=0,
Ha Kerf =0, és f(u) =f(v) = f(u—v)=0=u—-v=0, azaz
u=v.
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P Legyen f :R3 5 R3azS: x —2y + z =0 sikra valé merdleges
vetités (ez linedris, mert 0 € S = 0 — 0, és a vetités
parhuzomossagtart6). Mi az f magtere és a képtere?

m A képtér maga az S sik (minden el6 is all, mint 6nmga vetilete), a
magtér az S normalegyenese. dimImf =2, dimKer f = 1.
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T Dimenziététel
f:V — W linearis = dimV = dimKer f +dimIm f.

B Legyen B = {bs,...,bx} a Kerf bazisa. ~» B ftin V-ben ~~
kiegészithetd V bazisava: valamely C = {ci,...,c,}-re BUC bazis.
Ekkor f(C) := {f(c1),...,f(c,)} bazis Im f-ben:
genrsz: f(v) = (3 xibi + 3 yjcj) = X xif(b;) + X yif(cj) =
0+ > yjf(cj) € spanf(C)
ftin: Ha >° xif(c;) =0 ~~ f(3-xici) =0 ~~ > xic; € Ker f ~~
>_xic; = > yjb; valamely y;-kre.

De BUC bazis ~+ az egyértelmii felirhatésag miatt x; = y; = 0 Vi, .

(Ebbél az is kijott, hogy f(c;) kilonbéz8k, tehat |f(C)| = [C| =r.)
k=dimKerf, r=dimImf, k+r=dimV ~
dimV =dimKerf +dimlImf.
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Sortér, oszloptér, nulltér, rang




A e K™% A matrixhoz tartozé nevezetes alterek:

A oszloptere: O(A) az A oszlopai altal kifeszitett altér K™-ben.
A sortere: S(A) az A sorai altal kifeszitett altér K"-ben.

A nulltere: NV(A) az Ax = 0 homogén er. megoldastere (K"-ben).
Ha Ae K™<" akkor f : K" — K™, x — Ax-re

Imf ={Ax | xe€ K"} = O(A).

Kerf ={x e K" | Ax=0} = N(A).

Dimenziététel matrixokra

Ae K™ = np=dimN(A)+ dim O(A)

Alkalmazzuk a linearis leképezések dimenzidtételét az f : K" — K™,

x — Ax leképezésre.
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T Matrixhoz tartozo nevezetes alterek bazisa

Legyen A € K™*",

(1) O(A)-nak bazisat alkotjak az A bazisoszlopai, azaz az A azon
oszlopai, amelyek a |épcsOs alak vezérelemeket tartalmazé
oszlopainak megfeleld poziciéban vannak.

(2) S(A)-nak bazisat alkotjak tetszbleges lépcsds alakjanak a
nemnulla sorai.

(3) N(A)-nak bazisat adjak az Ax = 0 megoldasanak vektoros
alakjaban a paraméterek vektoregyiitthatdi.

B (1): Lattuk, hogy a bazisoszlopok ftln-ek, és generéljdk a tobbi
oszlopot, tehat az oszlopteret is.
(2): Az elemi sormiiveletek nem valtoztatjak a sorteret (az oszlopteret
igen!), ui. az (j sorokat ki tudjuk generalni a régiekbdl, és ez

visszafordithato.
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Legyenek egy lépcsos alak nemnulla sorai rendre sg,...,s,. Ekkor
S(A) = span(sy, . ..,s,). Belatjuk, hogy ftin-ek is. Tfh nem.

3 Ek: Aisi = 0, ahol \; az elsé nem nulla egyiitthato.
Aljilvezérelem oszlopanak a j. az utolsé # 0 eleme, legyen ez c. =
> Ais; j. komponense \jc # 0 ¢

(3): Ha tyvi + ... + tyvi (t1, ..., tx € K) az Ax = 0 megoldasa,
ahol az i. szabad valtozéhoz rendeltiik a t;-t, akkor

N(A) = span(vy,...,vk), azaz {vi,...,vx} genrsz. N'(A)-ban.
Masrészt a dimenzidtétel miatt dim N (A) = n — dim O(A) = k,
ugyanis n az 6sszes, dim O(A) pedig a kotott valtozék szdma. =

a {v1,..., vk} genrsz bazis is N'(A)-ban.
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F Adjuk meg az aldbbi A métrixra O(A), S(A) és N (A) egy-egy
bazisat! Irjuk fel a métrix oszlopainak a koordinitavektorat az O(A)
megadott bazisara nézve!

1 0 1 0 2 1 0 10 2
2 -1 01 3 0 -1 -2 1 -1
A: E— —
0 1 2 1 3 0 1 21 3
1 -1 -1 11 0 =il =2 i =l
1 01 0 2 101 0 2
012 —-11 012 0 2
—
000 22 0 0011
000 00 0 000G O

S(A) bazisa a (redukalt) 1épcsés alak nemnulla sorai:
= {al, an, a4} = {(1, 0, 1, 0, 2), (0, 1, 2, 0, 2), (0, 0, 0, 1, 1)}

23



A bazisoszlopok az 1., 2. és 4., tehat O(A) bazisa
{(1,2,0,1),(0,—-1,1,-1),(0,1,1,1)}.

Az oszlopoknak erre a bazisra vonatkozé koordinatavektorai
leolvashaték a redukalt [épcsés alak oszlopaibdl:

1 0 1 0 2
a3 = ai+2a Vv

ol, |1], [2], lo|, |2| %. EN.: ot ot e
as = Za a» +—a
ol lo| lo|l [1] |1 > ! 2T

Az Ax = 0 megoldasa is leolvashaté a redukalt 1épcsds alakbdl.
Szabad viéltozok: x3 = s, x5 = t, és ebbdl a megoldas:
—s— 2t -1 -2

—25 — 2t -2 =2
s =s| 1| +t] O
=1 -1
t 0 1

lgy N(A) bazisa {—1,-2,1,0,0),(—2,-2,0,—1,1)}.
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D Rang
f:V — W lineéris leképezés rangja dimIm f
A€ K™ matrix rangja dim O(A), azaz az x — Ax lin. lekép.

rangja.
Jele: r(f), r(A).

T A rang ekvivalensei
A€ KM*"_re és a vele sorekvivalens L |épcsds matrixra
A rangja = dim O(A) = dimS(A) =
L vezérelemeinek a szdma =
L nemnulla sorainak a szama.
B Az elébbi tételbdl
dim O(A) = L bazisoszlopainak a szdma = L vezérelemeinek a szama
dim S(A) = L nemnulla sorainak a szama
és a ketté6 megegyezik, mert L vezérelemei egy-egy nemnulla sorhoz

tartoznak.
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K Egy m x n-es matrix rangja < min {m, n},
ui. O(A) < K™ = dimO(A) < m, és
S(A) < K" = dimS(A) < n.
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F Mennyi a rangja kovetkezé matrixoknak?

0 ... 0 1 1 2 ... n
12 1] o 1 0 n+1 n+2 ... 2n
2 4 -2, , , .

1 -2 1| | : -

1 0 ... 0 (n—1)n+1 co.on?

nxn

m Az els6 sorterének bazisa {(1,2 — 1)}. = Rangja 1.

A masodik sorcserékkel red. 1épcsés alakra hozhatd, n vezéregyessel.
= Rangja n. (Vagy: e,,...,e; € O(A) latszik a matrixbdl.)

A harmadiknal vonjuk ki az els6 sort az 0sszes tobbibol, majd ezeket
rendre osszuk le n-nel, 2n-nel. .. Ezutan kénnyen redukalhaté két
nemnulla sort tartalmazé 1épcsds alakiva. = Rangja 2.

P Mely matrixoknak 0, illetve 1 a rangja?

m 0 csak a 0 méatrixnak (kilénben marad vezérelem a |épcsds alakban).
1 ranglnak a sorai paronként Osszefliggdk, azaz az Gsszes sorat meg
lehet kapni egyetlen nemnulla soranak skaldrszorosaként.

Ugyanez az oszlopokra is igaz.



T Linearis er. megoldhatésaganak matrixrangos feltétele

Aec K™ be K™

(1) Az Ax = b er. konzisztens < r(A) = r([A | b])

(2) Az Ax = b er.-nek egyetlen megoldésa van <
r(A) = r(IA| b]) = n.

B (1): [A|b] — — ---[L|b], ahol [L | b'] és igy L is |épcsbs.
konzisztens < b’ nem nytilik lejjebb, mint az L, azaz [L|b’]-nek pont
annyi nemnulla sora van, mint L-nek < r(A) = r([A | b]).

(2): 1 megoldas van < konzisztens, és L minden oszlopaban van

vezéregyes < r([A | b]) = r(A) = n.
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