Bevezetés az algebraba 1
Matrixok muveletei
Wettl Ferenc diginak felhasznalasaval
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Vektortérmiiveletek
A Be KM re

A+ B e K™" ahol (A+ B)j = ajj + bjj,

A€ K-ra MA € K™*" ahol (AA)j; = Xajj.
((M)jj = mjj az M matrix i. soranak j. elemét jeldli. )
Az m x n-es matrixokat sorfolytonosan irva és K™ vektoranak
tekintve a 4+ és \- mivelet ugyanaz, mint a matrixokon definialt
miiveletek, tehat K™*" is vektortér K folott, amelynek standard
bazisa {Ej; | 1 <i<m, 1< < n}, ahol Ej; az a matrix, amelyben
az ij indexti elem 1, a tobbi 0.
Transzponalt

Az A € K™ matrix transzponaltja
AT e K™ ™M ahol (AT)U = Aj,' Vi, j.

T 2 0
2 1 -1

= 1 1f.
lOI 3]

-1 3



D Matrixok szorzata
Ae KXm Be K™ = AB e Kn,
m
ahol (AB)jj = " ajtbyj, vagyis A i. soranak és B j.
t=1

oszlopanak a standard skalarszorzata, (A)i. - (B)j.

Fontos! Szorzata csak ,6sszeilld alaki” matrixoknak van:

byj

bo; A B
% mxs txn

by ] s=t
AB tipusa
mxn

aj1 42 ... djt C,'j




Mj Ha B m x l-es oszlopvektor = AB a matrix és vektor korabban
definialt szorzata.

Mj Egy R gylri folotti matrixokra is értelmezheték ezek a miveletek,
csak akkor R™*" nem lesz vektortér, és a szorzat definiciéjaban
szerepl6 kifejezést nem hivjuk skaldrszorzatnak.

F Szamitsuk ki a kovetkezd matrixkifejezéseket, ha értelmezve vannak!

1 31
10
A= ,B:[124], c=11|, D=1|-1 2
1 2
1 10

BC, CB, 5A, A+ D, AD, DA, DTD + A



A Ac KZXm' B e Kmxn
(1) AB oszlopai B oszlopainak A-szorosai:

Alo1...0,] =[Ao01 | ... | Aoy
St s1B

(2) AB sorai A sorainak B-szeresei: | 1 | -B=

Sy sB

(3) AB minden oszlopa lin. komb.-ja A oszlopainak, a B megfelelé
oszlopanak elemeivel mint egyiitthatékkal.

(4) AB minden sora lin. komb.-ja a B sorainak, az A megfelelé
soranak elemeivel mint egyiitthatokkal.

B (1), (2) a szorzat definiciéjabdl.

(3): AB j. oszlopa az (1) miatt A(B).;, igy az allitas kovetkezik a

matrix-vektor szorzas oszlopmodelljébdl.

(4): AB . sora <2t: ajtbe1, ..., ;a,-tbt,,> = ;a,-t(btl, oy bep), és

itt (be1, ..., bn) a B t. sora.
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Adott A matrixra X — AX sormiiveleteket végez (minden A-hoz ill6
méretli X matrixon ugyanazokat a sormiiveleteket),

adott B matrixra Y — YB pedig oszlopmiiveleteket.

Az n X n-es egységmatrix | = I, az a matrix, amelynek a féatldjaban
végig 1 van, a tobbi eleme pedig nulla.

Az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy Al, = A és [,B = B minden A

m X n-es, illetve B n X m-es matrixra.

Elemi matrixok

Az E € K™ matrix elemi matrix, ha az X — EX leképezés elemi
sormiivelet tetszéleges X € K<™ matrixra.

Egy adott sormiiveletet végrehajté matrixot megkaphatunk gy, hogy
az I, egységmatrixra végrehajtuk azt a sormiiveletet.

Az | egységmatrixon is ugyanazzal a sormiivelettel hat az E-vel vald
balszorzas, viszont El = E.



F Irjuk fel azt az E elemi matrixot, amely az Gtsoros métrixokon a 3.
sorhoz hozzaadja az 1. sor kétszeresét! Milyen oszlopmiiveletet ad az
E-vel valé jobbszorzas?

m
Il
co N o~
oo o~ o
oo r oo
o+~ o oo
[ ===

Y + YE a harmadik oszlop kétszeresét adja az elséhéz. (ET végezné
az E-hez tartozé sormiiveletnek megfelelé oszlopmiiveletet).



Matrixmiiveletek és rang
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Matrixmiiveletek és rang kapcsolata
Tfh. A, C € K™ B € K™*". Ekkor

(2) r(A+C) <r(A)+r(C)
(3) r(AB) < min{r(A), r(B)}.

(1): S(A) = O(AT) = r(AT) =dim O(AT) = dim S(A) = r(A).
(2): S(A+ C) < span(S(A)US(C)), és az utdbbinak van
r(A) + r(C) elemii generatorrendszere (a két genrsz unidja) =
r(A+ C) < dimspan(S(A) US(C)) < r(A) + r(C).

_ P : O(AB) < O(A) = r(AB) < r(A)
(3): Az eléz6 tétel miatt S(AB) < S(B) = r(AB) < r(B)

(2), (3)-ban altaldban nincs egyenléség:

b 3o ) =[o o) o o] Js o] o]

és a rangokra 242 # 0 és min {1,1} # 0.



D A€ K™*" teljes rangt, ha r(A) = min{m, n}.
T Bazisfelbontas
Legyen A€ K™ r(A)=r > 1.
Ekkor A felbonthat6 két r rangd, teljes rangli matrix szorzatara:
A = BR, ahol B € K™*" oszlopai az A bazisoszlopai, és
R € K™ sorai A redukalt 1épcsés alakjanak nemnulla sorai.

B Tudjuk, hogy ha L red. 1épcsés alakjanak i. oszlopa [t;...t, 0...0]7,
akkor az A i. oszlopa az A bazisoszlopainak (ti, ..., t,) egyltthatds
linearis kombinacidja.
= BR i. oszlopa az A i. oszlopa.

r darab bazisoszlop van, és ezek ftin-ek

= Be K™ ér(B)=r.

L-nek r darab nemnulla sora van, és ezek is ftin-ek
= Re K™ "ésr(R)=r.

Mj A bazisfelbontés olyan szorzatra bontas, ahol a szorzat rangjara

vonatkozé korlat éles.



Vektorok szorzatai matrixként
Legyenek a, b oszlopvektorok.

a,b € K™ vektorok skalarszorzata: a’b = [a- b]1x1 (az 1 x 1l-es
matrixokat azonosithatjuk K elemeivel).

diadikus szorzat vagy diad: a € K™ és b € K™ vektorokra

al bl 31b2 Lo.ooadl b,,
arby axby ... axb,
ab” = |20 7 M e kmn Jelea®b.
ambi amb> ... ambn
A rangjuk:
r(a’b) =0 vagy 1 (< min{r(a), r(b)} < 1)
1, haa,b#0
R(abT) = 2ab#0
0 kiilonben

10



D

Ha A € KM B e Km*n akkor AB = z( )et(B)er,

tehat AB m darab diad osszege.

: : ait
m o m
AB = |... Y auby =31 . aiby = [bt1. . .ben]
t t=1 t=1
e
m
= 2 (A)se(B)ex
t=1
Diadokra bontas
Legyen A € K™*" r(A) = r. Ekkor A felbonthaté r darab (1 rangi)
diad osszegére, de kevesebbre nem.
Az A = BR bazisfelbontas az elé6z6 lemmaval megadja az r diadra

bontast. Masrészt ha A= M; + ...+ M, diddokra bontas =

11



F

frjuk fel az alabbi A matrix bazisfelbontasat, és bontsuk fel az A

matrixot r(A) darab 1 rangli matrix ésszegére!

1 01
A=12 -1 0
0 1 2

1 01 1 1 10 1
2f10——>0f1f2——>012
0 1 2 0 2 00 0
1 0 1 0
10 1
A:BR:2—1[ ]:2 101}+—1 [012}
01 2
0 1 0 1
10 1 0 0 0
2 0 2| +l0 -1 -2
00 0 0 1 2

12



Matrixok miiveleti tulajdonsagai



T Matrixszorzas asszociativitasa

A matrixszorzas asszociativ, azaz ha
Ae Kkxt B e Ktxm C e Km*n zkkor (AB)C = A(BC).

m m 4 m Y

B (A8)C); = £ (AB)cy = £ £ st ) = £, 5 aubecy
4 m L m

(ABOY; = - au(BC)y = 3 ai (5 bacy) = £ 5 aubacy

((AB)C)u = (A(BQ))j V/,J-re-

13



T Matrixok miiveleti tulajdonsagai

A, B, C matrixokra, amelyekre a kifejezések értelmezve vannak:

Osszeadas: szorzas: transzp.:

A+B=B+A — (AT =A

(A+B)+C (AB)C = A(BC)  (A+B)T =AT+BT
=A+(B+ () (AB)T = BTAT

A+0=A Al=Aé A=A

A+ (-A)=0

A(B+ C) = AB + AC
(B+ C)A=BA+ CA

Skalarral valé szorzas és a tobbi miivelet:
AMA+B)=MA+AB, (A4 pn)A=MA+ LA,
(A)A=ApA), 1-A=A

(M)B = A(AB) = A(AB),

(AA)T = \AT.

14



B A vektortér-axiomak, a szorzas asszociativitasa és az [-vel szorzas mar

volt.

A transzponalas tulajdonsigai: (AT)T = A nyilvan.

((A+B)T)j = (A+B)ji = aji + bji = (AT)j + (BT )y = (AT + BT);
((AB)T)j = (AB)ji = X ajbei = 3 buaje = 2B )i(AT)y =
(BTAT);

(A7) = (M) = Aaji = M(AT); = (AAT);

Disztributivitas:

(A(B+C))i =3 ai(B+ C)y = 3 ai(byj +c) = 2(aiebyy + aiecyj) =
Etj ajrbyj + ; ajrcyy = (AB)jj + (AC)j = (AB + AC);
(B+OA=((B+O)A)TT =AT(B+O)")T =

(AT(BT + CT))T — (ATBT 4 ATCT)T _ (ATBT)T 4 (ATCT)T —
BTTATT + CTTATT = BA + CA.

A(AB) = (MA)B = A(AB): mindegyikben (AB);; V tagja A-val
szorzodik.

15



P1 A matrixok szorzasa altaldban nem kommutativ:

bk Bdb ke

P2 Eléfordulhat, hogy A, B # 0, de AB = 0.

0 1]1 1
=0
0 0/ (0 O
K K™*" vektortér, és a transzponalas linearis leképezés K™*"-bél
K™ M_pe.
K K™ egységelemes gylir(i (és emellett vektortér is ~~ K folotti
algebra”), de n > 1 esetén nem kommutativ, és nem is

nullosztémentes.

|

16



Linearis leképezések matrixa




L Legyen A,B € K™*" és C a K" egy tetszbleges bazisa. Ekkor

ekvivalens:

(i) A=B

(i) Ac; = Bc; Vc; €C
(iii)) Av=Bv Yv e K"
(i) = (ii): v
(

i) = (iii): Tetsz. v € K"-re legyen x = [v]c. Ekkor

Av = (Z X,'C,') = ZX,‘(AC;) (;) ZX,'(BC,') = (Z X,'C,') = Bv

(iii) = (i): A= Al, = Aler ...e,] = [Ae | ... | Aey] 2
[Bei|...| Be,]=Blei...ep))=Bl, =B

17



T Tétel
Tfh f: K" — K™ lineéris leképezés. Ekkor 31 A € K™*" hogy
Vx € K"-re f(x) = Ax, ahol K" és K™ elemeit oszlopvektorokként
irjuk. Ez a matrix
A=[f(e1)...f(ey)]

B Tetszbleges x-re x = " x;e;, igy
f(x) = (> xie;) = > f(xie;) = > xif(e;) = Ax a tételbeli A
matrixszal.
A lemma miatt ez az A méatrix egyértelm.

D A tételbeli A matrixot az f lineéris leképezés standard matrixanak
hivjuk. Az A matrixhoz tartozé x — Ax leépezést pedig az A-hoz
tartozé matrixleképezésnek.

18



F Mi a z tengely koriili +90°-os forgatas standard méatrixa?

0 -1 0
m e ey, e —e éseyr—re;. > A=|1 0 0
0 01

F Melyik az a matrix, amelyhez tartozé matrixleképezés az R3-6t
tukrozi az x + y — 2z = 0 sikra? (Linedris, mert egybevagdsag, és az
origdt helyben hagyja.)

m Vegyiik R3-nek egy olyan bazisat, amelynek két vektora ebben a
sikban van, a harmadik meréleges ra, pl. ¢ = (1,1,1), co = (0,2, 1),
c3 = (1,1, —2). Ekkor olyan A métrixot kell keresniink, amelyre a

1 0 1 1 0 -1
B=1]1 2 1| és C = |1 2 —1| matrixra AB = C, azaz
1 1 -2 1 1 2

BTAT = CT, és ez utébbit megoldhatjuk szimultan
egyenletrendszerként X = AT ismeretlen matrixra, ugyanis az kell,
hogy BT (X)«i = (CT).; minden i-re.



11 1] 1 11 11 1| 1 11
02 1/ 0 21|—f02 1] 0 21|—
11 -2(-1 -1 2 00 -3|-2 -21

1 1 2 _1 2
10§10§ 100?‘23
o1 o 1i|—|0o10-1 2 2
00 —3|-2 -2 1 oo1f 2 2 -1

2 -1 2 2 -1 2
Tehat X=1|-1 2 2/éA=X"=1|-1 2 2
2 2 -1 2 2 -1

(Késdbb latni fogjuk: nem véletlenill igaz a tiikrozés matrixara, hogy
6nmaga transzponaltja.)



T Eldirhatésagi tétel
V, W vektortér K folott, B = {by,...,b,} bazisa V-nek. ekkor
tetsz. wy,...,w, vektorokra 3! f : ¥V — W linearis leképezés,
amelyre f(b;) = w; Vi.

B Létezés: v € V-re legyen x = [v]g, és f(v) := 3 xiw;.
Erre valéban teljesil, hogy f(b;) = w;, ugyanis [bi]s = e;.
f linedris: ha x’ = [V/]g, akkor [v+ V']g = x + X" és [A\v]p = Ax, mert
a kg koordinatazé leképezés linedris. =
flv+v) =Y (x+x)w; = > xiw; + Y xiw; = f(v) + (V)
f(Av) = > (Axi)w; = A2 xiw;) = Af(v).
Egyértelmiiség: Ha f(b;) = g(b;) minden i-re, akkor
(3 xibi) = X xif (bj) = 3- xig(b;) = g(3 xib;) Vx =

f(v) = g(v) Vv eV, mert B generdtorrendszer.



>

f,g:V—=W, h:W — U lin. leképezés, \ € K.

(f +8)(v) == f(v) + &(v),

(AF)(v) := Af(v),

(ho f)(v) := h(f(v)).

(Konnyii ellenérizni, hogy ezek lineérisak.)

Legyen A, B € K™<" C e KI*m és

fa, fg: K" — K™, fc: K™ — K% az A, B, C-hez tartozé lineéris
leképezések:  x +— Ax, x — Bx, x — Cx.

Ekkor fa+ fg = farg, AMa=hHha (A€ K), fcofa= fca.
(fa + fg)x = fa(x) + fg(x) = Ax+ Bx = (A + B)x = fayp(x).
(Afa)(x) = A(fa(x)) = M(Ax) = (MA)x = Ha(x).

(fc o fa)(x) = fc(fa(x)) = fc(Ax) = C(Ax) = (CA)x = fca(x).

22



P Irjuk fel annak a linearis leképezésnek a standard méatrixat, amely az

R2-et eldszor titkrézi az y = x egyenesre, majd az x tengelyre.
e — ey) —~ —e)

e — e — ej.

= A matrixa . .
-1 0

1 1
Vagy: Az elso tiikrozés méatrixa [(1) 0], a masodiké lo (1)]

777

bk d=I &

23



D Linearis transzformacié
Az f :V — V linedris leképezést (azaz amely egy vektortérbdl
6nmagéba képez) linedris transzforméaciénak hivjuk.

D Leképezés inverze: Hyi, Hp halmazok, f : Hy — Ho.
f inverze g: Hy — Hi, ha gof =idy, és fog=idy,,
(ahol idy : H— H, h— h Yh € H az identitas fliggvény)
P Altaldban nem elég a go f = idy, és f o g = idy, kozill az egyiket
foltenni. Pl. az f,g: Ny — Ng, x — x + 1 és
x—1 hax>0 .
g X figgvényekre g o f = idy,, de
0 hax=20
fo g 75 idNo-

24



D Matrix inverze
Egy A matrixnak inverze a B matrix, ha AB =1 és BA=|.
A invertalhato, ha van inverze.

K1 Ha A invertalhatd, akkor csak egy inverze van, ui. ha B és C is
inverze, akkor B = Bl = B(AC) = (BA)C = IC = C.
J Ainverze A7}
K2 A invertdlhatd < fa invertdlhatd, és f, inverze fy-1.
A Ainvertilhaté = A n x n-es valamely n-re (azaz A négyzetes), és
r(A) = n.
B Tfth. Aec K™*" és AB = I,, BA=1,.
m = r(ln) = r(AB) < r(A) < m } L m—r(A)=n
n=r(l,)=r(BA) <r(A)<n
P Egyoldali inverze nem négyzetes matrixnak is lehet, pl.
10

1 0 1
A:[1 0 1],3: 0 1—raAB:[é ﬂ,deBA: 01 1.
0 0 O

011
0 0

25)



T Tétel

A € K" N_re ekvivalens:
(i) A invertalhatd,

(i) r(A) =n,
(iii) A redukalt 1épcsés alakja /p;
és az inverzet megkapjuk az AX = | matrixegyenlet, azaz szimultan
er. megoldasaként: [A|l] = — - = [I| A7}

B (ii) < (iii) mar volt. (1) = (ii): Az eléz6 allitasbél.
(iii) = (i) Az [A | 1] redukalt 1épcsés alakja [/ | B] = Ab; =e; a B
matrix b; oszlopaira. Igy AB =[e;...e,] = I.
Ebbdl ABA = A is kovetkezik, tehat X = BA megoldasa az AX = A
szimultan er-nek. Viszont annak X = [ is megoldasa, és A redukalt
Iépcsos alakja /, igy az egyenletrendszer megoldésa egyértelmii =
BA = 1. Tehdat AB = BA =1, igy B az A inverze.

K Ha A € K™ "-nek van egyoldali inverze, akkor invertalhatd.

B AB=1Ivagy BA=1= r(A)>r(l)=n.



F Szamitsuk ki az inverzeket, ha léteznek!

1 9 111 2 1 2
A:[ ], B=|(0 2 1/, C=|1 0 3
4 1 7

3 4

m 3 1 2
10_}10
-3 1 0 1

10_>12
0 1 0 -2

[y

0 1 1 100
0| — [0 2 1 010
1 0 -2 -1,-3 01

[B 1] =

()
=N

3

Mar itt is latszik, hogy r(B) = 2, tehat B nem invertalhat6, nem

érdemes tovabb folytatni a redukciot.

27



%

10 3{0 10
2 1 211 00
4 1 7(0 01

% {
01

21 2(1 00

1 0 3{/0 10

4 1 7(0 01
=&

|

[C 1]

—4
~1

%

0
1

—2
—4

—41

01

-2 1

-1

00

510

01

-5

1 00

5 3
6 —4
2 -1

-3
5
1

28



Mj Ha JA-1 akkor az Ax =b, AX =B, XA=B tipust

egyenlet(rendszerek) megoldhaték az A~1-zel valé beszorzassal
a megfelel6 oldalrdl:
AX=B & X=A"lB
XA=B & X=BA!
Allitsuk elé az (1, —2,3) vektort az elébbi feladat C matrixdnak
oszlopaibdl.

Ax=b =x=A"1b

A Cx = b egyenletrendszert kell megoldanunk, ahol b = (1,-2,3)7.
A megoldas C~'b.

-3 5 3|[1 16
5 6 —4||-2|=]-19],
1 2 -1 | 3 —6

azaz (1,-2,3) = 16(2,1,4) — 19(1,0,1) — 6(2, 3, 7).

29



F Oldjuk meg az XB = M matrixegyenletet, ahol

Ll 1 2 3
B=12 2 2 és/\/l—L_) 3 11
3 21

m B lathatéan nem invertalhatd, ezért szimultan er-ként oldjuk meg a
matrixegyenletet. XB=M < B'XT =MT.

1 2 315 1 2 3|1 5

1 2223 =100 -1/1 2| —
(12 1|31 00 2|2 —4

[1 2 o] 4 -1 425 —1-2t

00 1|/-1 2| =XT= s t

(000 0 0 -1 2
o 40—1+S—210+t 000
|10 2 000 -2 10




A Tfh A B € K™" invertalhaték. Ekkor
(1) (A=A

(2) 0 c € K-ra cA invertélhaté, és (cA)~t = 1AL,
(3) AB invertalhaté, és (AB)~! = B~1A71;
(4) AKinvertalhatd, és (AK)~L = (A~1)K(=: A=F);
(5) AT invertdlhatd, és (A7)t = (A~1)T.

B (1): v

Elég az egyik sorrendben ellendrizni a szorzatot a korabbiak alapjan.
(2): (A)EA ) =cclAA T =1-1=1.

(3) (AB)(BIA ) = A(BBTH)A 1= AIA"L = AA 1 = |.

(4): Indukciéval a (3)-bal.

(5): ATAH)T =(ATA)T =1T =1.

31



Specialis matrixok




D Egy matrix f6atldja: a;; elemek (diagonalis elemek)

D diagonalis matrix: diag(di, ...,

rendre di, ..

., d,, a t3bbi 0.

d,) € K™", amelynek a diag. elemei

alsé haromszogmatrix: a féatlé folotti elemek 0-k (a; =0, ha i < j)

felsé haromszogmatrix: a f6atlé alatti elemek 0-k (aj; = 0, ha i > j)

permutaciomatrix: minden sordban és minden oszlopaban egyetlen

1-es van, a tobbi elem 0. (Hatdsa: permutélja ey, ..

diagonalis

alsé A-matrix

» 0

., en-et.)
fels6 A-matrix

d

d> e

32




diagonalis
A Ha A, B € K™ mindegyike ¢ felsé A = AB, A+ B ,cAis az,
alsé A

és a diag. elemei a megfelel6 diag. elemek szorzata, osszege, ill.
c-szerese (¢ € K).

B +-re, c-re v
Szorzat: C = AB-re ¢jj = Zn: ajtby;.
Ha A, B fels6 A: az A i. sf);ala az i. tag el6ttig, a B j-edik oszlopa a j.
tag utan 0, tehdt ¢; =0, ha i > j, és ¢;; = a;ibji.
Ha alsé A-ek, akkor CT = BT AT fels6 A, és a féatléja CT féatléja.

Diagondlis < alsé és felsé A, igy erre is igaz az allitas.

33



A Legyen A € K™ diagonalis vagy A-matrix, diag. elemei dj - - - dj,.

A invertalhaté < di,...,d, # 0.
Tovabba A inverze is ugyanolyan alakd.

Fels6 A-re: Ha dy---d, =0, és di = 0 a legelsd nulla az atléban,
akkor az elsd i oszlop Iépcsés matrix (i — 1) nemnulla sorral, igy az
oszlopok nem fliggetlenek = A nem invertélhaté.

Ha d; # 0 Vi, akkor A IépcsOs, n rangi = invertalhato.

Az utébbi esetben a redukalt [épcsSs alakra hozast csupa felfelé
nullazassal lehet megcsinalni = | = E,,--- E1 A, ahol E;-k felsé A
alakl elemi matrixok = A1 = E,,,-- - E; felsé A.

Ha A alsé A, akkor AT-ra alkalmazzuk az el6zét.
Diagonalisra: A fels6 A feltétele érvényes, és
diag(dy, ..., d,) "t = diag(d;?, ..., d; ).
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A Permutaciématrixok szorzata permutaciématrix,
mindegyik invertalhaté,és az inverziik a transzponaltjuk.

B Permutaciématrixszal valé balszorzas a sorokat permutalja, igy
tovabbra is egy 1-es lesz minden sorban és oszlopban.

Ha A permutéciémétrix, (AAT); az A i. és j. sordnak skalarszorzata,

éseznyilvan 0, hai#j, és1, hai=j. lgy AAT =1 azaz A1 = AT.
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Baziscsere




Legyenek K" elemei oszlopvektorokként irva (v = [v]g, ahol € a
standard bazis), és legyen B = {by,...,b,} tetszéleges bazis K"-ben.
Ha v = )" x;bj, azaz [v]g = x, és P = [b; ... b,], akkor

X1

v=[by...by] | : | = Px= P|v|g, azaz

[vle = P[v]s

Ha B és C a K" két bazisa, akkor a Ty, p attérési matrix az a matrix,
amelyre [v]c = Teg[v]g minden v-re, azaz amellyel val6 balszorzas a
vektorok B3 szerinti koordinatavektorat a C szerinti
koordinatavektoraba képezi.

A fenti példa P méatrixa T¢, 3 = [by...b,]. Mivel P oszlopai bazist
alkotnak, P invertalhaté, és [v]s = P~1[v]e minden v-re, igy

Pl = Tpee.
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F Legyen B={(1,0,1), (2,1,3), (1,2,4)} az R3 egy bazisa. Mik a
koordinatdi az ey, e, ez vektoroknak a B bazisban?

1 21

Teen= 10 1 2|. Tgeg="
1 3 4

[eils = Trcei a Tpg i. oszlopa.

1 2 1]1 00 1 21 1 00
12010 =012 010]| —

3 4/0 01 01 3/-1 01
1 0 -3 1 -2 0 1 00|-2 -5 3
01 2} 0 - 10 10| 2 3 -2
00 1]-1 -1 1 00 1-1 -1 1

= [e1]ls = (-2,2,-1)7, [e2]s = (-5,3,-1)7, [es]zs = (3, —2,1) .
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P Tekintsiik az {(x,y) | 3x% — 2xy + 3y? = 4} alakzatot R2-ben. Mi

lesz ennek az egyenlete, ha a koordinatarendszert az {(1,1),(1,—1)}
alapvektord (szintén derékszogii) koordinatarendszerre cseréljik?

B={(1,1),(1,—1)} az 0j bazis.
Ha v = (x,y), akkor [v]¢ = lxl Legyen [v]z = lX/].
y y

11 '
Tehst P = Te g = de Xl =P X | =
1 -1 y y'

Ezt behelyettesitve az egyenletbe:
4=3(x"+y )P =20 +y)x = y) +3(x' = y')? = 4(x')* +8(y')%,
2

x’—i—y’
x’—y’

azaz (x')? + (J’\ﬁ) = 1 origb kozéppontl ellipszis, amelynek fél
nagytengelye (1,1) irdnyd, és az 0j koordinitarendszerben 1, az
eredetiben /2 hosszi, a masik pedig (1, —1) irdnyd, és (eredeti
méretben) 1 hosszd.
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Linearis transzformacié matrixa tetszoleges bazisban

D Transzformacié matrixa adott bazisban
f: YV — V lin. transzformacid, B bazis V-ben.
f matrixa a B bazisra nézve az a C matrix, amelyre

Clvls = [f(v)]s,

azaz C Ggy hat a balszorzéssal a B szerinti koordinatavektorokon,
ahogy f hat a vektorokon. Jele: [f]3.
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T Tétel
Minden f :V — V lin. tr.-hoz és B = {by,...,b,} bazishoz
egyértelmiien létezik az f matrixa a B-re nézve, és ez

[fls = [[f(ba]s | ... [ [f(bn)]s]

B Ez a matrix j6: ha v = > x;b;, akkor

[Flslvls =[x = S xilf(by)ls = [Y" xif(b7)] , =
= [f (inbi)}g = [f(v)]s-

Egyértelmii: az i. oszlop csak Ce; = C[bj|g = [f(b/)]5 lehet.
K f: K" — K" standard méatrixa [f]¢, ahol £ = {e1,...,e,}.

40



P1 Egy sikra val6 tiikrozést konnyebb leirni egy olyan
koordinatarendszerben, amelynek a tengelyei parhuzamosak, ill.
merSlegesek a sikra. Pl. az S: x +y — 2z = 0 (origdn dtmend) sikra
valé titkrozés matrixa a B = {(1,1,1), (0,2,1), (1,1,—2)} bazisban:

10 0
[fls=10 1 o0
00 -1

P2 Mit mondhatunk egy transzformaciérdl, ha valamely bazisban a
matrixa az el6z6 példa diag(1,1, —1) matrixa? Mindenképpen
tiikrozés-e?

m Nem, mert a harmadik bazisvektor esetleg nem merdleges az elso
ketto altal kifeszitett sikra. Viszont leirhatd ezzel a transzformacié
hatasa: egy tetszOleges P pont képét gy kapjuk meg, hogy b3-mal
parhuzamos egyenest hiizunk rajta keresztiil, elmetssziik ezzel a
span(b1, by) sikot (metszéspont: M), és a PM tavolsdgot még

egyszer felmérjiik ebben az iranyban.



F Ha f matrixa a B = {by, by, b3} bazisban

1 2 3

4 5 6f,

7 8 9
akkor mi a matrixa a C = {bsz, by, b1}, illetve a D = {b1,2b;, b3}
bazisban?

9 8 7 1 4 3
[fle= |6 5 4| 180°%o0s elforgatott, [flp= |2 5 3
321 7 16 9

mert pl. ¢; = bz — 3b; + 6by + 9b3 = 9c; + 6¢> + 3c3, és a tobbi
képe is a forditott helyen allé oszlop, megforditva.

d; = by — by +4by + 7bs = d; + 2d, + 7d3,

d>, = 2by — 2(2b1 + 5by + 8b3) = 4d; + 5d; + 16d3

d3 = b3 — 3b; + 6by + 9b3 = 3d; + 3d, + 9ds.
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T Baziscsere linearis transzformacional
Ha f : K" — K" standard matrixa A, egy B = {bs,...,b,} bazisra
pedig [f]z = C, tovabbd P = [b;...b,] = Tg.p, akkor
C = P7LAP (C az A-nak a P-vel vett konjugaltja).

B P 'APW]s = TpeeATecslvls = TpeeAVle = Treelf(v)]e =
[f(v)]s = [flslv]s = C[v]s.
l[gy minden x-re P~"1APx = Cx = P~1AP = C.

F lrjuk fel az y = x egyenesre valé tiikrozés matrixat az {(1,1),(—2,0)}

bazisban!
m A— 0 1v p_ 1 —2,
1 0 1 0
1 —2/1 0 1 0|0 1 10 0 1
— 1 1 —
1 0|0 1 0 —2(1 -1 0 1|—5 53
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F Lineéaris-e az f : R3 — R3 leképezés, amelyre

f(x,y,z)=(x+y—z,x—y,y —2z) minden x,y,z € R-re? Ha
igen, adjuk meg a standard matrixat, és a matrixat a
B=1{(1,0,1),(2,1,3),(1,2,4)} bazisban!

Mivel a képvektor mindegyik komponense x, y, z lineéris
kombinacidja, van olyan A matrix, hogy

X xXty—z 1 1 -1
Alyl=1| x—y |, mégpedigA= 1|1 -1 0
z y—2z 0 1 -2

Ebbdl kovetkezik, hogy f linearis, és A a standard matrixa.
A P = Tg. g attérési matrix inverzét kiszamoltuk egy korabbi
feladatban, és ebbdl [f]s = P71AP =
-2 =5 3|1 1 -1 (1 2 1 —-11 -20 -11
2 3 =21 -1 0|0 1 2= 7 13 7
-1 -1 110 1 —-2||1 3 4 -3 -6 -4
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