Bevezetés az algebraba 1
Determinans
Wettl Ferenc diginak felhasznalasaval
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Parallelogramma eldjeles teriilete

<

f(cu,v) = cf(u,v), és f(u,cv) = cf(u,v) u

f(u,v) = —f(v,u)

f(u,v):f( + cv,v) = f(u,v + cu) | ; u

f(el, er) =




lrjuk a paralelogramma (n-dimenziés paralelepipedon) definialé
élvektorait egy n x n-es matrix soraiba. Ekkor az el6jeles
terllet/térfogat lesz a matrix determindnsa. 2 x 2-esre az elébbi

szabalyok mutatjak az elemi sormiiveletek hatasat.

Mi a (2,5), (—3,1) élvektord paralelogramma teriilete? Jeloljik az

(a, b), (c,d) élvektorokhoz tartozé értéket -vel.
c
2 5|_, | vs2|_, |t 8/2|_, n |1 52]_
-3 1| “|-3 1| " |o 172 T 2 0 1|

17 . Lo =17.
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A determinans mint sorvektorainak
fliggvénye



D Determinans

Determinans: det : K™" — K fliggvény, amelyre igaz:

D1)
D2)
D3)
D4) det(l,) = 1.

( c-szeresére valtozik, ha egy sorat c-vel szorozzuk,

( —1-szeresére valtozik, ha két kiilonbozé sorat folcseréljik,

( nem valtozik, ha egy sor skalarszorosat egy masik sorhoz adjuk.
(

Mj (D2) kov. a tobbibdl (bizonyitsuk!)

Mj det a (sor)vektorok fiiggvényeként is definidlhato, pl.

1 00

det() = |0 1 0| = det((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) = det(er, e, e3).
00 1
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ail ... ain a ... ain
det A = |A|, det | | =
anl ... am aml ... amn
Vn-re egyetlen olyan fv. van, amely kielégiti a (D1)—(D4) feltételeket.
Késébb
Ha A-bél A’-t elemi sormiiveletek végrehajtasaval kapjuk, akkor
detA=0 < detA =0
(D1), (D2), (D3) miatt.
A€ K™ re
(1) detA=0 < r(A) < n & A sorai sszefliggék

(2) Speciélisan ha A-nak van 0 sora vagy két azonos sora, akkor
det A =0.

(2): Ha van 0 sor, az 0- 0, és a 0 skalar kiemelhetd.
Két egyenl6 sorbdl elemi sormiivelettel lesz egy 0 sor.
(1): Legyen A— — --- — R red. lépcsés alak. r(A) =n < R=I,.

Ha R =1,, akkor detR =1 # 0 = det A # 0.
)

Ha R # I, = R-nek van 0 sora = detR =0 = det A= 0.



T Matrix invertalhatdsaganak ekvivalensei

A € K" N_re ekvivalens:

(i) |Al #0

(i) A invertalhatd

(iii) r(A) =

(iv) A redukalt 1épcsds alakja I,

(v) Ax =0 hom. lin. er-nek csak trivialis megoldasa van
)

Ax = b egyértelmlien megoldhaté minden b € K"-re.

(vi

B (ii) < (iii) < (iv) és (iv) < (v) < (vi) volt korabban.
(i) < (iii) az elébbi allitas szerint.

Mj Az invertalhaté n x n-es matrixokat regularisnak, a nem
invertalhatékat szingularisnak is nevezziik.
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Determinans és Gauss-eliminacié
Ha A A-matrix (specidlisan, ha diagonélis) di, ..., d, diag. elemekkel,
akkor |A| = dy - - - d.
Ha di---d, =0 = A nem invertdlhaté = det A = 0.
Tfh A felsé A, és a a diag. elemek egyike sem 0.
dq 1
D1 !
* (:)dl"'dn X' | (D2 di - dn|ly|

0 '- d 0 1

Az alsé A-et hasonléan hozhatjuk /, alakra.

Al =

Determinans kiszamitasa: Rogzitsiik az A matrix egy felsé A alakra
hozasat, ahol csak sorcseréket és s; — s; + cs; (i # j) alakd elemi
sormiiveleteket végziink. Ha ennek soran k sorcserét végeztiink, és a
felsé A alak diag. elemei di, ..., d,, akkor det A = (—1)kdy - - - d,.

A (D2) és (D3) tulajdonsagbdl, és a felsé A-matrix determinansabdl.
Ha létezik determinansfiiggvény, akkor az egyértelmd.



Mj A matrix felsd6 A-alakra hozasa kozben skalart is ki lehet emelni

kell a valtozasokat.

egy-egy sorbdl, csak ,,naplézni
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Elemi matrixok determinansa:

A hozziadas sormiivelettel kapott elemi matrix determinansa 1,

a sorcserével kapotté —1,

egy sor c-vel valé szorzasaval kapotté c,

ugyanis lyen miivelettel kaphaték az 1 determinansi egységmatrixbdl.
Permutaciomatrixok és kigyok determinansa

Ha P permutaciomatrix = det P = +1, mert sorcserékkel / alakra
hozhaté. Ha ehhez k sorcserét hasznalunk, akkor det P = (—1).

Egy A € K™ matrix kigyd, ha V sorban és V oszlopban < 1
nemnulla eleme van.

Ha A kigyd, amit k sorcserével diagonalis alakra lehet hozni, akkor
det A= (—1)%d - - - d,, ahol di-k az i. sor nemnulla eleme (vagy 0, ha
abban a sorban nincs nemnulla elem).



A determinans muveleti
tulajdonsagai
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Al = |B| = |A| = |B'| =0, de |A+ B| = 1, mig |A" + B/| = 0.

A invertdlhaté < A felirhaté elemi matrixok szorzataként.

Ha invertalhatd, akkor elemi matrixokkal valé balszorzassal eljutunk
az I, 1épcsés alakhoz, illetve a forditott sormiiveletekkel /,-bél A-hoz
= A=Ei---El,= Ex---E; valamely Eq, ..., Ex elemi matrixokra.
Az elemi matrixok invertalhatdk (inverziik az inverz sormiivelethez

tartoz6 elemi matrix) = a szorzatuk is ilyen.

Matrixmuveletek és determinans

A B e K™ re

(1) |cA| =c"|A|, hace K

(2) |AB| = |A| - B

(3) |A7Y = ﬁ, ha A invertalhaté
(4) |AT]=1A]

|A+ B| nem szamithaté ki |A|-bél és | B|-bdl:

a L0l g0 0] 4 [t 1) g0 9]
0 0 01 00 11



B (1): Minden sorbdl kiemelhetd c, dsszesen c”.
(2): Ha r(A) < n, akkor r(AB) < r(A) < n, tehat |A| és |AB| is 0.
Ha r(A) = n, akkor A invertalhaté = a lemma szerint A= Ex--- E;
valamely E; elemi matrixokra.
A (D1)—(D3) szabalyok szerint X — Ej - -- E;.X ugyanazzal a ¢
szammal szorozza a determinanst minden X € K"*"-re =
|AB| = |Ex--- E1B| = ¢|BY|, és |A| = |Ex - - - E1ln| = c|la| = c, tehat
|AB| = |A] - B].
3): AA =1 |A- A 2 =1
(4): r(A)<n=r(AT)<n=|A|=0=|AT].
Ha r(A) = n, akkor A = Ej ... E; elemi matrixok szorzata.
|ET| = |Es|, mert ha Es : s; — s; + csj, akkor E] : sj > s; + cs;,
tehat ekkor |Es| =1 = |E] |, és a masik két fajta elemi matrix
szimmetrikus, azaz 6nmaga transzponaltja.
lgy |AT|=|(Ei--- B)T| = & - El| = |&] - |E| =

|Ex|-- - |Ek| = |Ek| -+~ |E1] = |Ek - - - E1] = |A] 11



T Additivitas az /i-edik sorban

ai| | a
a;| + |b;| = |a; —1— b; (az i-ediket kivéve minden sor azonos)
a,| |a, a,
B Legyen a harom méatrix A, B, C. Ha az a1,...,a;—1, @j+1,...,an
vektorok linedrisan dsszefiiggdk, akkor |A| = |B| = |C| =0, ha a; és

b; fligg a tobbitdl, ugyanez.
Tth aj-k ftin-ek, igy bazis. b; = bja; + bas + ...+ bja; + ...+ bpa,,
ésa;+b;=bja;+...+bj_1a;_ 1+ (1 + b,-)a,- + ...+ bya,. (D?))ﬁ(Dl)
1Bl = bilA], [C] = (1 + bi)|A] = |A] +|B| = |C].

K A determindns minden sordban , megtartja a lin. kombinaciét™.

B additivitas az j-edik sorban és az Gn. homogenitas (D1) miatt!

12



=dl 4 0 0 020 0 0 -1
5 =13 1 5+13 1 5/+(3 1 5],

4
3
1 11 |1 0 1 1 01 1 0 1

o = N

és ezt végigcsinalhatjuk a tobbi sorra. ~» Olyan determinansok
Osszegét kapjuk, melyeknek minden sordban < 1 nemnulla eleme van.

Ha két sorban ugyanott van a # 0 elem = 6f. sorok = a determinans
0.

Elég azokat venni, ahol V sorbdl és V oszlopbdl egy elemet hagyunk
meg (3 x 3-ra 6 ilyen van).

13



A determinans mint elemeinek
fliggvénye




Inverziok és azok paritasa

D Legyen 7:{1,...,n} — {1,...,n} permutacid, azaz kélcsondsen
egyértelmii leképezés. (Ezt jeldlhetjik a 7(1)7(2)...7(n) sorozattal.)
A m permutéaciondl az i és j elemek inverzioban vannak, ha i < j, de
(i) > 7(j). A 7 inverzidinak szamat /(7)-vel jeldljik.

P A 3241 permutaciéban 4 inverzi6 van.

F1 Maximum hany inverzidja lehet {1,2,3,4,5,6} egy permutéaciéjanak?

F2 Adjunk meg olyan 7 permutéciét az {1,2,3,4,5,6} halmazon,
amelyre I(7) = 7.

D Egy permutaciot parosnak (paratlannak) neveziink, ha inverzidinak
szama paros (paratlan).

Mj Egy permutaciomatrixhoz hozzarendelhetjik azt a permutaciot,
amely az egyeseinek a sorindexét az oszlopindexébe viszi, azaz amely
m-re (P)ir(jy = 1 Vi. Ekkor i < j akkor van inverziéban, ha a j.
sorbeli egyes el6rébb van az i. sorbelinél.

14
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Legyen 7 a P permutaciématrixhoz tartozé permutacié {1,..., n}-en.
Ekkor |P| = (—1)/(7).

Elég megmutatni, hogy egy sorcsere mindig megvaltoztatja az
inverzidk szamanak paritasat, vagyis azok szdma parosbél pératlanra,
paratlanbdl parosra valtozik.

lgy ha egy permutaciématrix inverziéinak szama péros, akkor csak
paros sok sorcserével viheté az identikus matrixba.

Ha a két megcserélend6 sor szomszédos, akkor a sorcsere pontosan
eggyel valtoztatja az inverzidk szadmat.

Ezutén cseréljiik fel az i-edik és j-edik sorokat (legyen i < j). Ehhez
osszesen 2(j — i) — 1 szomszédos sor cseréje sziikséges, ami a paritast
ellenkezojére valtoztatja.

Ha A egy kigyd, amelynek az a;.(;) elemein kivil a tébbi eleme 0,
akkor |A| = (—l)l(ﬁ)alﬂ(l) “+* apr(n), Ugyanis I(m)-vel azonos paritasi

sorcserével aj(1) - aur(n) determinansi diagonalis matrixba vihetd.

15



F Sormiiveletek nélkiil, csak inverziészamolassal szamitsuk ki az alabbi
kigyok determinansat! Adjuk meg az inverziészamokat is!

000 1 20 00
0010 00 -1 0 030
A=lo 100 B7loo0 o3 €200
00 5

1000 04 00

m A-ra: a permutacié: 4321, I(7) = (3) =6, |A| = (-1)6 =1
B-re: a permutacié: 1342, /(1) = 2,
1Bl =(-1)?-2-(-1)-3-4= 24
C-re: a permutacié: 213, I(r) =1, |C| = (—1)}-3-2-5 = —30.

16



D A determinans mint a matrix elemeinek fiiggvénye

Definialjuk az Det : K"*" — K fv.-t Ggy, hogy

= kigydkon (ahoI a kigyé (i, m(i)) eleme d; minden i-re, a tébbi 0)
(-1)(d; .- d,

= tetsz. matrixon a bel6le kivalaszthaté n! kigyé Det
determindnsanak osszege, azaz

Det A) Z ( 1)’(“)31 - nm(n)-

T perm.

Mj Ekkor Det egyértelmiien van definidlva A elemeibdl.

17
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A kigyékkal definialt Det fliggvény multilinedris, azaz ha a matrixokat
a soraik altal alkotott vektor-n-eseknek tekintjiik, akkor
Det(sy,..,s; +s;,..,s,) = Det(sy, .., s}, ..,s,) + Det(sy, ..,s7, .., sp)

Det(s1, .., ASj, ..,Sp) = A Det(sq, .., S/, .., Sp)

Az (s1,..,s; + 87, ..,s,)-hez tartozé kigydk i. sordban az s} + s/

megfelel6 eleme van, tehdt a determinansa az ugyanilyen

kivalasztashoz tartoz6 (si,..,S}, .., Sn)-beli és (s1,..,s7, .., s,)-beli

kigyok determinansanak Osszege.

(s1,-.Asj, .., Sp)-ben minden kigyd i. sorbeli eleme A-val van szorozva,

igy az egész Osszeg is.

Ha A-nak van két egyforma sora, akkor Det(A) = 0.

Legyen az i. és a j. sor egyenl6. A w-bol az i <+ j cserével kapott

7'-hdéz rendelt kigy6 determindnsa éppen a negativja a m-hez

tartozénak, és ez teljes parositds a permutaciok kozott, tehat az

Osszeadandok kiejtik egymast.

18



T Det kielégiti a (D1)—(D4) tulajdonsigokat, tehat létezik az ezekkel
(egyértelmiien) definialt determinansfiiggvény, és megegyezik a Det
fuggvénnyel.

B (D1) (a c-vel szorzas hatasa): A multilinearitasbél.
(D3) (a hozzaadas hatéasa):
Det(sy, ..,s; + cSj, ..,Sp) =
Det(s1, ..,Si, ,,,Sn) + c Det(s1, .., Si—1, S}, Si+1, .-, Sn)
a Det multilinearitasa miatt,
és a masodik tag a lemma szerint 0.
(D4) (az I, determinansa): [ kigyd, és a determindnsa 1---1 = 1.
(D2) (a sorcsere hatésa): levezetheté (D1)+(D3)-bdl:
S N Si+ S N Si+ s (—_1>) Si+s; N S;

i i Sj — (5,' + Sj) = —5j Si Si

19



X

A determinans kommutativ gylrii folotti matrixokra is értelmezhetd a

kigyés definiciéval, mert a > (—1)’(”)a1,r(1) “++ ann(n) kifejezésben
T perm.
a matrix elemeinek csak szorzata, 6sszege és kiilonbsége szerepel.

Egész elem( matrixok determinansa is egész.
Hany nemnulla determinansi kigyéra bomlik az alabbi matrix? Mi a
determinansa?

0

20



T Sarrus-szabaly

a b
= ad — bc. N —

c d

a a a

bl b2 b3 . aibycz + arbscy + azbico — azbocy — axbicz — a1bsc

1 2 3| —
N\ N\ N vd vd

@i @) C3

B A 2 x 2-es két kigyéra bomlik, a 3 x 3-as 3-2-1 = 6 kigydra. Az

utébbindl az inverziészamok:
123 231 312 321 213 132

0 2 2 3 1 1
Mj Ez nem altaldnosithaté nagyobb méretii determinansokra, pl.

4 x 4-esben a 24 kivalasztas koziil csak 8 ™\, vagy  alakd.

8 1 3

1 2
P Szamitsuk ki Sarrus-szaballyal: ’3 4' , -1 2 1
4 5 1

mié4—-6=-2é16+4—-15—-24+1—-40 = —58. -



Determinans visszavezetése kisebb
méretuekre




D Az n x n-es |A| determinans i-edik soranak és j-edik oszlopanak

b~}

elhagyésaval kapott (n — 1) x (n — 1)-es determinans (—1)*/-szeresét
az |A| determinans a;; eleméhez tartozé elGjeles aldeterminansanak
nevezziik, és Aj-vel jeloljik.

Ha az n X n-es |A| determinans aj; elemének sordban minden tovabbi
elem 0, akkor

22



Legyen az |A| det. j-edik soraban az aj-n kiviil minden elem 0.

a1l a2 aa5 aij a0 5 din aij all a2 50 o ain

ani a2 000 azj 000 aon azj ani an? 000 aon

anl an2 anj ann anj anl an2 ann
a3 0 ... 0 1 0 ... 0
aij all 600 din aij all 600 din
_ i—1 Jj—1la) a co. a| — i+j D a soo €
— (71) (71) 2j 21 2n| — (71) ajj 2j 21 2n
anj an1 000 dnn anj ani 000 ann
aii aie 000 ain
) ari a2 e azn
=(-1)"ay| . . . | = ayAj,
dan1 an2 coo dnn

mert az elébbiben minden # 0 det.- kigyd az (1,1) helyen levd 1-gyel kezdédik. 23



P Szamitsuk ki a kdvetkezd determinans értékét!

1 00 O —H =
A © O NN

m Az eléz9 allitas oszlopokra is igaz, mert |A| = |AT].

1

Cc1 0 O

2 4
03 1 2 3 4 1 2
2 084 1 2 8 4 00
00 7 0=(-1)*"-8 =(-8)
98] 7 6 6 0 7 0 6 0
5 4 3 2 5 4
4 0 3 2

W ~N ~N 0w
N OO A~ D

QJ\IHLO
N O O B

24



T Kifejtési tétel
TetszOleges i-re kifejtheté az |A| determinans az i. sora vagy az i.

oszlopa szerint a kovetkezd képlettel:

n n
|A| = Z aiAik, illetve |A| = Z aki Aki-
k=1 k=1

B Hasznéljuk a multilinearitdst az i. sorra, azaz bontsuk a determinanst
olyan determinansok 6sszegére, ahol az i.-en kiviil a tobbi sor
véltozatlan, az j.-ben pedig egy kivételével a tobbi elem 0.

Az el6z6 allitasbdl a fenti elsé formula adédik.
A mésodik formula AT determinénsat adja az elsé formula szerint, és
Al = |AT].

25)



2 11 3 2 2
=11 1 1}-1-2 1 1|=1-0=1.

3 2
2 1
1 1
0 2
m A harmadik oszlop szerint érdemes kifejteni.
3 2
2 1
1 1
0 , 01 2 1 11

kifejtési tétellel is:
) a b

0 - »

Al =

b
nxn
m Az elsé oszlop szerint kifejtve, a két nemnulla elemhez felso, illetve
alsé6 A-matrix tartozik, igy

Al =a-a" 1+ (=1)"1h. b1 = a7 4 (—1)Hpn, 2



Mj Mivel |A| = |AT|, az elemi oszlopmiiveletek ugyaniigy hatnak a
determindnsra, mint a megfelel6 elemi sormiiveletek. Erdemes ezeket
kombinalni a kifejtési tétellel: elemi sor- vagy oszlopmiiveletekkel
elérjiik, hogy valamelyik sorban vagy oszlopban egyetlen nemnulla
elem legyen, és az a sor/oszlop szerint fejtiink ki.

11 -1 01
01 0 30
F Al=|2 1 0 2 3/=?
31 1 30
11 2 -1 1
(1)1_(1)_3(1) 1 -1 -3 1 4 -1 -3 1
2 0 -1 3 2 0 -1 3
m|A=l21 0 -1 3= — _
21 1 00 3 1 00 0 1 00
1 2 —4 1 |-7 2 -4 1
11 2 -4 1 !
4 -3 1 0 0 1
=—| 2 -1 3=—|-10 8 3 =-98
7 4 1 11 -1 1



o o
L o

b a
- 2n><2n - 7 ” - 7
ml Nevezziik D,-nek ezt a determinadnst. Az elsé, majd az utolsé sor

szerint kifejtve azt kapjuk, hogy D, = (a*> — b%)D,_1. Mivel
D; = a® — b?, ebbdl indukciéval D, = (a® — b?)".

m2 Sorcserékkel és ugyanannyi oszlopcserével a matrix ligynevezett
blokkdiagonalis alakra hozhaté:

Z i 0 Késébb latni fogjuk, hogy a blokk-
diagonalis (s6t a blokkharomszog-)
h matrixok determinansa a diagonalis
O Z b blokkok determindnsanak szorzata.
a

28



D xi1, x2,... x, szdAmokhoz tartozé Vandermonde-matrix

1 x xf ... x!

1 x x5 ... x3!
V(xt,...,%xn) = .

1 x, x2 xp—1

Ennek determinansat hivjuk Vandermonde-determinansnak.

29



T Vandermonde-determinans

|V(X17X27' X 7Xn)| = H(XJ _Xi)-

1<J
B |V(X1,X2,,..,X,,)‘: (O,'l—>0,'—X10,'71, i:n,n—l,...,2)
L oxa x3 ... oxqt 1 0 0 0
2 n—1 2 n—1 n—2
1 % x5 ... X 1 xe—x1 X3 —X1X2 ... X3  —X1X
1 x, x,f x:_l 1 x,—x1 x,?—xlx,, x,’,’_l—xlx,’]_2
2 n—1 n—2
Xo — X1 X5 —XIX2 ... Xy o — X1X
kifejtés
Xn — X1 X37X1X,, X,?flfxlxﬁf2
2 n—2
1 x x3 Xy
1 x3 x3 x3"_2
= —x1)(3 —x1)...(xa — x1)
2 n—2
1 x» x5 ... X,
= —x1)(x3—x1)...(xn —x1)|V(x2, ..., %n)]|

= V0, x)| [ [ o6 = x0)- 30

1<)



K |V(x1,...,xn)| #0, ha x1,...,x, € K mind kiilonb6z6k.
K A Vandermonde-determinanssal is bizonyithatjuk a Lagrange-féle

polinominterpolacios tételt.

Ugyanis ha ¢ + cix + ... + c,_1x"~1 alakban keresiink az f(x;) = y;
(i=1,...,n) értékekhez interpolacids polinomot, akkor az ismeretlen
ci egyutthatdkra éppen V(xi, ..., xp) egyutthatdmatrixd linedris er-t
kapunk. Mivel ez a méatrix invertalhatd, az egyenletrendszernek

egyértelmi megoldasa van.
1 a a°
Mi a determinansa az |1 b b? matrixnak?
1 c+d c2+d
A multilinearitast alkalmazva az utolsé sorra a determinans

felbonthato:

1 a a 1 a a° 1 a &2
1 b B2|+11 b P+|1 b b=
1 ¢ 2 1 d d? -1 0 O

=(b—a)(c—a)(c—b)+ (b—a)(d—a)(d— b) —ab(b— a).

31
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