Bevezetés az algebraba 1
A determinans alkalmazasai
Wettl Ferenc diginak felhasznalasaval



Inverz matrix adjungaltas képlete



T Ferde kifejtés
Legyen A € K™, Ekkor
> ajjAi =0, hai# k és
j=1

S A = 0, ha j # k,

Ia_z;z ha egy sor vagy oszlop szerinti kifejtésnél egy masik sorhoz,
illetve oszlophoz tartozé el6jeles aldeterminansokat hasznalunk,
akkor 0-t kapunk.

n n
B Tfhi# k. Ekkor > ajjA = > a;g. ’kj,
Jj=1 j=k

ahol A-bél lgy kapjuk A’-t, hogy a k. sordba (is) az A i. sorat irjuk
(ezzel a k. sorhoz tartozé aldeterminansok nem valtoznak meg).

n
Viszont Zk a;Ay; = 0, mert A'-nek van két egyforma sora.
J:
Az oszlopos valtozatban az A k. oszlopaba a j. oszlop elemeit irjuk, és

tgy kapjuk A'-t.



P Szamitsuk ki az alabbi matrix ferde kifejtését tgy, hogy a masodik sor
elemeihez az els6 sor eldjeles aldeterminédnsait hasznaljuk.

1 2 -1
31 2
4 5 2
1 2 3 2 31
m 3 -1 +2- =-244+2+422=0.
‘5 2| |4 2| 4 5| e
J Ae K™"readjAe K™ (A adjungéltja) az a matrix, amelyre
T
Al A

(ad_] A)U = Aj,', vagyis ad_] A= A21

Azaz A minden eleme helyére a hozza tartozé el6jeles aldeterminanst
irjuk, aztan megtranszponaljuk a matrixot.



P Szamitsuk ki az alabbi matrix adjungaltjat! Mivel egyenlé A - adj A?

A

1 -1 3
=2 01
1 15
2 o 17
11
! _;
11 .
1 -1
2 0
(14 0 o0
AadjA= |0 14 0
0 0 14




T Tétel

A-adjA=|A|-I
_ n _ n |Al, hai=j
B (A . adJ A);j = Z a,-k(adJ A)kj = Z a,-kAjk = ) ]
k=1 k=1 0, ha i

a kifejtési tétel és a ferde kifejtési tétel szerint.

T Inverz adjungaltas képlete

Ha A€ K™", és |A| # 0, akkor A~1 = ﬁ adj A.

B Az el6z6bdl kovetkezik.

a bl [d =" |, [d -b
c d ~ ad—bc —b 3 ~ ad—bc —c al’

ha ad — bc # 0, és nem létezik, ha ad — bc = 0.



2 0 3
F Miaz A= |1 —1 5| matrix inverzének (3,2) indexii eleme?
7 11
m |A|=2.-(—6)+3-8=12, igy
(A= HAs =1 (-2)=-1.
Mj 3 x 3-as matrix inverze még szamolhaté fejben (det., aldet.,eljel,
tikrozés). Pl. az elézére

-6 3 3
Al=2%134 -19 -7/
8 -2 -2

Mj Az adjungaltas inverzformula
hatranya: sok aldeterminanst kell szamolni (2 x 2, 3 x 3 elfogadhatd)
elénye a Gauss-eliminacidval szemben: explicit képlet
elszdmolasnal a hiba nem ,terjed szét"

kis matrix esetén keveset kell irni.



Bizonyitsuk be, hogy A € Z"*"-re
Afl EZan o |A| = +1

(=) AT A = AT Al = Il =1 A |A € Z = |A]| 1.
(<) adjAc Zm™n, igy A7L = ﬁ adjA € Z"", ha |A| = £1.
(Szamitogépes) feladat: Hany olyan 2 x 2-es (ill. 3 x 3-as) matrix
van, hogy neki és az inverzének is minden eleme 10-nél kisebb
abszollt értékl egész szam?
Szamitsuk ki az adjungéltas képlettel (prébaljuk meg fejben szamolni)
az alabbi A matrix inverzét! Ellendrizziik visszaszorzassal!
1 -2 5 -4 13 -7
A=11 1 1 m Al=—1| 3 _11 4

5
2 3 -1 1 -7 3



Determinans és rang




T Tétel

Legyen A € K™x"

Ekkor A rangja a legnagyobb olyan r szam, amelyre A-ban van
r X r-es nemnulla értékii aldeterminans.

(Ha ilyen nincs, akkor a rang 0.)

B Legyen r(A) = r. (Feltehets: r > 0.)

Ha k > r, és B egy k x k-as részmatrix, akkor A-nak a B sorait add
sorai Osszefliggok.

| ° °
| ° °
l o] o]

= Ez az Osszefliggés a sorok B-n
beliili részére is érvényes.
= |B| =0.



Az kell még, hogy A-nak van r x r-es # 0 aldeterminansa.
A-nak van r fliggetlen sora és r fliggetlen oszlopa.

Legyen B az ezek metszeteibdl alkotott részmatrix.
Sorcserékkel és oszlopcserékkel:

l { [o] [o] 0 }TTT }
l _ _ _ (i; l ° ° . (32 l. ofle ]:
[ Le] [of [o L L L |

B | * 3) B | *

* | * |elemi sormiiveletek | O | O

(1) az r fuggetlen sort feliilre viszi, az oszlopok fliggetlenségét megtartja.
(2) az r fuggetlen oszlopot balra viszi, a felsd r sor ftin-ségét megtartja.
Mivel az els6é r sor max. ftln rendszer, lehet vele lefelé nullazni
(3)-mal.

Az 0] elsé r oszlop tovéabbra is ftin. = B oszlopai ftln-ek = |B| # 0.



P Mi a rangja az alabbi A matrixnak?

N O© = =
o = O DN
N W = O

m r(A) < 3, mert 2s; = s4. Van 3 x 3-as # 0 aldeterminans, pl.

1 2 -3
10 1/=—(1+3)=-4
01 0

Persze Gauss-eliminaciéval is kiszamolhatjuk!
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Cramer-szabaly




J Aip =[(A)s1, - Asiz1)s by Ax(ig1ys - - - 5 Asnl

(az i. oszlopot lecseréljik a b oszlopvektorra).

T Cramer-szabaly

Tfh A€ K™ és |A| # 0.

Ekkor az Ax = b egyenletrendszernek egyértelmii megoldasa van, és

, q det A; p
az x megoldas komponensei x; = —j 7

B Egyértelml megoldas van, v/

és az x = A~!b. Felhasznalva az inverz adjungaltas képletét,
n n
xi = (AN)ib = 3 (A )by = Zl A Aeibe,
t=

t=1

n

és > A:ib: éppen az A; ) determindnsanak az i. oszlop szerinti
t=1

kifejtése.
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P Oldjuk meg az alabbi

egyenletrendszert Cramer-szaballyal!

2x 4+ by = 4
5x + 3y =
2 4
~18 18 56 -8
19190 YT "19 T T19
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Blokkmatrixok




D

Blokkmatrix: matrix téglalapraccsal valé felosztésa.

1 —2]3
0 1|1 | felirhaté ALB 1 Jlakba
Ir n,
clb
1 2|1

ahol A= |1 —2|, B=[3], C= [(1) j és D = m

Miveletek blokkmatrixokkal

(1) Ha A és B azonos méretii és felosztasti blokkmatrixok, akkor
A + B kiszdmithaté a blokkok paronkénti 6sszeadasaval.

(2) Ha Ae Kkxm =B e jmxn s A oszlopainak sidvokba osztasa
megfelel B sorainak savokba osztasanak, akkor AB is
blokkmatrix, és az (i, /) indexi blokkja Et:A,-tBtj (ahol Aj; most

az A (i, t)-blokkjat, By a B (t,j)-blokkjat jelsli).
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(1) v

(2): Ha A u. sora az i. blokksorban, B v. oszlopa a j. blokkoszlopban
van, akkor az (AB),, = Y autby, Osszeg felbomlik az i. blokksor és ;.
blokkoszlop megfeleld mé’tcrixai u-hoz tartozé sora és v-hez tartozé
oszlopa szorzatainak osszegére.

Szamitsuk ki az alabbi matrixszorzatot felosztas nélkiil, illetve 2 x 2-es
blokkokra osztott blokkmatrix alakban!

0 0|1 0 1 2 0 1
A 0 00 1 3 -1 _ 2 1
-1 0|1 0 0 1 ~1 -1
0 —-1/0 1 2 1 -1 2
0
0o Il |B| | B | _ 2
— 1| B |B.—B]| | -1 -1
-1 2
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D Blokkdiagonalis matrix: n x n-es matrix, ahol a sorok és az oszlopok

ugyanigy vannak savokba osztva, és a f6atlé menti blokkokon kiviil

minden mas blokk 0.

Blokk-A-matrix: az elébbihez hasonlé felosztasi, ahol a diag. blokkok

alatt, vagy folott csak 0 blokkok vannak (felsd, ill. alsé A).

Dy 0
0~

D3]

T Ha A blokk-A matrix Dy, ..

|Al = [Da] - - | Di-

Dy

*

Dy

0

0

., Dy diag. blokkokkal, akkor

D

%

D

B Minden # 0 kigyd Di-k kigydibdl tevédik ossze, és inverzidk is csak a
blokksavokon beliil vannak, tehat az inverziészam is Osszeadddik.
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P Az alabbi matrix determinansat kordbban kiszamoltuk rekurziéval, de

ha sor-

a

b

és oszlopcserékkel blokkdiagonalis alakra hozzuk, akkor az

elébbi tételbdl is kijon, hogy a determinansa (a® — b?)".

b

o o
L o

a

< 2nx2n

P Ha A B,C,D e K"™" ahol |A| #0, és AC = CA, akkor az

&

B XM =
(=1)"]

A
C

I |o][A|lB] [A| B
cAl|-1||c|D] |o0]cAlB-D -

B
D] matrixra |M| = |AD — CB|.

M| = |[XM| = |A|:|CA~1B—D| = |[ACA"1B—AD| = |CB—AD|,

mivel AC = CA, igy |M| = (—1)"|CB — AD| = |AD — CB].
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