Bevezetés az algebraba 1
R"™ mint euklideszi tér
Wettl Ferenc diginak felhasznalasaval



D Az R" vektortér az a-b := >_ a;b; standard skalarszorzattal
n-dimenzids valds Euklideszi tér.

(a- b helyett egyszeriien ab-t, aa helyett a’-et is irhatunk.)
A skalarszorzat tulajdonsagai:
= bilinedris, azaz mindkét valtozéjaban linearis:
(a+a’)b=ab+a'b,
(Aa)b = A(ab),
a(b +b’) = ab + ab’,
a(Ab) = A(ab), ha a,a’,b,b’ € R", A € R.
= szimmetrikus: ab = ba

= pozitiv definit: aa > 0, ha a # 0.
Mj 0a = a0 = 0 kovetkezik a bilinearitasbél, igy a> = 0, haa = 0.



D a L b (a merbleges b-re), ha ab = 0.
la] = y/aa = /3" a? az a vektor hossza vagy abszol(it értéke.
K RR"-ben csak a 0 merbleges 6nmagara, azaz |[a| =0 = a = 0.
Mj K"-ben a standard skaldrszorzat szintén szimmetrikus, de
megtorténhet a #£ 0-ra is, hogy a 1. a = 0.
Pl. Z3-ben (1,1) L (1,1).
T Pitagorasz-tétel
Ha a L b, akkor |a+ bJ?> = |a]? + |b|2.
B |a+b|?> =(a+b)?=aa+bb+2ab = |al?> + |b2, mivel ab = 0.
A aveR"a#0=3IV Vv:v=v+Vv' Vv|aévVv' La.
B &V —‘a‘2v||a vVii=v—Vv.
av”—a< ‘a|2a) =av — ‘a‘zaa—av av=0= Vv’ 1 a.
Ibv=v +Vv' =u + u” két ilyen felbontas.
= v —u’ = u” — V" pdrhuzamos a-val és merdleges is a-ra, tehat
da=Vv —u-redaa=0=A=0=Vv =uéVv' =u".



D

Az el8zé allitasban szereplé (egyértelmii) v/ vektor a v vektor
merdleges vetiilete a-ra.

Egy 0 # a € R" vektorra valé v — v/ = a |2a meroleges vetltes linearis
transzformacié R"-en, amelynek standard matrixa E Paa (ahol a-t
oszlopvektorként irjuk).

Laa’v = 1;ala -v] = 2%a =V az el6z6 allitas szerint.
[a? [a? e

Ha v/ a v merdleges vetiilete a-ra, akkor |v/| < |v]|.

v=Vv +v/' vV=Xa Vv La=Vv LV

= a Pitagorasz-tétel szerint |v|2 = [V/|? + [V'|> > |V/|2.



T

Cauchy—Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlotlenség
|ab| < |a] - |b|

Haa=0 = |ab| =|0| =0és |a - \b\—O \b\:O
Ha a # 0, és b’ a b vetilete a-ra, akkor = |b'| < |b|, de
Aal? = (Aa)(Aa) = AZ[a[2 miatt [Xal = [ a], @y
2%}]a] < |b|, azaz |ab| < [a|b].
a és b szoge 0 < ¢ < 180°, ha cosp = ‘aﬂ’b'.
(F'e,
Hatarozzuk meg az a, b vektorok hosszat, szogét, és a vetiiletét b-re,
haa=(1,0,1,—-1) ésb=(-2,1,0,1).
ja| = V3, |b| = V6.

=5 =5 = =135

a = ﬁb =-3(-2,1,0,1) = (1,-3,0,-3).




D Tekintsiik a K" vektorteret tetszbleges K testre az ab := Xn: ajb;
standard skalarszorzattal. =
Itt is definidlhatjuk a merdlegességet: a | b, ha ab = 0.
V<KNMre VE={we K" | vw=0VYveEV}a altér merSlegese.
Nyilvdn V = span(ag,...,ax)-raw € Vt < aw =0V

P V =span((1,2,0,1), (1,1,1,1)) < R*re adjuk meg V* egy bazisat!

(1 2 0 1]0 1 2011/0
m — —
111 10 0 -1 1 0]0
—25 — t| ) -1
10 2 1]0 s 1 0
= X= =S T &
01 -1 0|0 s 1 0
t 0 1

= VYt bazisa {(—2,1,1,0), (—1,0,0,1)}.



A V<K™re (1)dimVt=n—dimV
(2) (V1) = V.
B (1): Legyen ay,...,a, bazis V-ben, és legyenek az A € K"*" matrix
sorai aj,...,a,.
Ekkor NV(A) = (sorok)* = S(A)*+ = V1, és a dimenziétételbdl

dim V* = dim N (A) = n — dimS(A) = n — dim V.

(2): (WHL =V, mert Vv eV merdleges ¥ w € V- vektorra.
De dim(VH)t =n—dimVt=n—(n—r)=r=dimV, igy
VhHt=v.

D Legyen U, W < V. Ekkor az U és VW alterek osszege
U+W ={u+w |ueld, we W}V
(Altér, mert (u+w) + (v +w)=(u+u)+ (w+w)és
Au+w)=Au+ 2w U + W-beliek.)



>

Direkt osszeg

U és W alterek direkt 6sszege:

V=U+W, és

UNW =0 (={0}).

(Ugy is mondjuk, hogy W direkt kiegészitdje U-nak V-ben.)

V=UDPW, ha{

Az U, VW <V alterekre ekvivalens:
H v=uaow.
(i) Vv eV egyértelmiien irhatd v=u+w (ueld, weW)
alakban.
(iii) Ha B az U-nak, C a W-nek bazisa, akkor BUC bézisa V-nek.
(i) = (ii): Felirhaté: V =U + W. Egyértelmilen: v=u+w =u"+w’
su—-u=w-weldnNW=0=u—-u=w-—w=0.
(il) = (i): YV =U+ W, mert Vv felirhaté u + w-ként.
UNW =0, merthaO#veldnNW =v=v+0=0+v kétféle
feliras. ¢



(i) = (iii): BNC=0, mert0 ¢ BNC CUNW = {0}.

B U C generatorrendszer, mert Vv: v=u+w = > A\;b; + > yjc;.
BUC ftln, mert ha Y>> A\ib; + > pjc; =0 =
DAbi==>pc,eUNW=0= > Ab;=—-> uc;=0=

Ai = pj = 0Vi,j, mivel B, C ftin-ek.

(iii) = (i): Vv felirhaté BUC-bdl, igy V =U + W.

Az U +W-beliveUNW-rev=> Aib; =} pjc; =

Y Aibi = > pjc; = 0.

De BUC ftln = VA; =0, Vu; =0 = v=0.

Had, WV, ésUNW =0, akkord + W =UD W, és

dimU +W =dimU +dim W, ui. a bazisaik unidja bazisa U + VV-nek.
R3-ben egy 0 € S sik és egy vele nem parhuzamos 0 € e egyenes
egymas direkt kiegészit6i: csak a 0-ban metszik egymast, és a
dimenzidik osszege 3, tehat az elobbi kovetkezmény szerint kifeszitik a

teljes teret.



T A linearis algebra alaptétele
A € R™*"-re S(A) és N(A) merbleges kiegészitdi egymasnak, azaz

(1) S(A)*- = N(A),
(2) N(A)*: = S(A),
(3) R” = S(A) @ N(A).

(1) : N(A) definiciéjabdl.
(2) : N(A): = (S(AYH): = S(A).
(3) : S(A)NN(A) =0, mert ve S(A)NN(A) = v Lv=v=0.
igy S(A) + N (A) = S(A) @ N (A), és a dimenzidja
dim S(A) + dim N(A) = dim O(A) 4+ dim N (A) = n az el8z8
kovetkezmény és a dimenzidtétel szerint.
Tehat S(A) 8 N(A) =R

P Egy origon atmend sik merdleges kiegészitdje csak a normalegyenese,
de végtelen sok kiillonb6zé direkt kiegészitdje van a siknak.



K V <R"reV és V1 merdleges kiegészitsi egymasnak R"-ben.

B Vegyiik a V vektortér egy bazisat, és irjuk ennek elemeit egy
A € R™" matrix soraiba. Ekkor V = S(A), és V- = N(A).

P Altaldnos K"-ben ez nem igaz, pl. Z3-ben V = span((1,1))-re
V=V igy VNVt £0.

T Sortérbe es6 megoldas
A€ R™M_re

(1) Ha az Ax = b egyenletrendszer konzisztens, akkor pontosan egy

megoldasa esik A sorterébe. Legyen ez a megoldas vy.
(2) Ez a vp az egyenletrendszer legkisebb abszolit értékii megoldasa.

(3) V megoldas felirhat6 vo + h alakban, ahol h a homogén Ax =0
egyenletrendszer egy megoldasa.
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B (1): Jvg: Ha v egy megoldds = a lineéris algebra alaptétele szerint
v =u+ h, ahol u € §(A) és h € N(A), azaz h megoldasa a homogén
Ax = 0 egyenletrendszernek.
= v — h is megolddsa Ax = b-nek, és v —h =u € S(A). Igy vo =u
megfelel.
I: Ha w € S(A) szintén mo.-a Ax = b-nek, akkor
vo—w e N(A)NS(A) =0.

(3): Az inhomogén és a homogén er. megoldasai kdzotti kapcsolatbdl.

(2): Tetszéleges megoldas vo + h alakd, és erre vo L h. igy a
Pitagorasz-tételbd| |vg + h|? = |vo|? + |h|? = |vo|?, és

= < h = 0. Tehat vy az egyetlen legkisebb abszolit értékii megoldas.
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P Keressitk meg az alabbi kibovitett matrixhoz tartozé egyenletrendszer
sortérbe esé megoldasat. [rjuk fel ebbdl az 6sszes megoldast!

01 -1
m 12 1
125 1
[1 0 1 -1
012 1
(000 o0

1 01 -1 1
01 2 1] -1
1 2 5 1] -1
1 01 -1 1
— 01 2 1] -1
0 2 4 2| =2
l1—s+t
—1—-2s—t
X = =]
s

%

1 -1 1
-1 +s -2 +t -1

0 1

0 0 1

N(A) = span((—1,-2,1,0),(1,-1,0,1), és S(A) = N'-.
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Tehat az eredeti egyenletekhez (azok helyett elég a redukélt [épcsés
alak nemnulla egyenleteit hasznalni), hozza kell tenniink a

-1 -2 1 0|0
1 -1 0 1|0

egyenleteket, hogy a sortérbe esé megoldast megkeressiik.

1 0 1 -1 1 1 0 1 -1 1
0 12 =il 0 1 2 1] -1
=il =2 1 0 0 - 0o -2 2 -1 1 -
1 -1 0 0 0 -1 -1 2| -1
1 0 1 -1 1 1 0 1 -1 1
0o 1 2 1] -1 0o 1 2 1] -1
0 0 6 1] -1 - 0 0 1 3| -2 -
0 0 1 3| -2 0 0 6 1] -1
1 0 0 —4 3 1 0 0 0 7/17
0 1 0 -5 3 0 1 0 0| —4/17
0 0 1 3| —2 - 0 0 1 o0 —1/17
0 0 0 -—17 | 11 0 0 0 1| —11/17

Az 6sszes megoldas
(%7 _%7 _%7 _%) -+ 5(_1a _27 170) + t(17 _]" 0’ 1)
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