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LU-felbontas



Motivacio: A-matrixokkal kénnyebb
egyenletrendszert megoldani (behelyettesitésekkel),
determinanst szamolni,
inverzet szdmolni (szimultan egyenletrendszerként).
Latni fogjuk, hogy sok matrix felirhaté (alsé6 A) - (felsé A) alakban.
A A-matrix fogalmat kiterjeszthetjik nem négyzetes matrixra is.
Egy A € K™*" matrix felsé A-matrix, ha a;j =0 V) < i,
alsé A-matrix, ha aj; =0 Vj > i,
normalt A-matrix, ha emellett a f6atldban csupa 1 all, azaz a; = 1 Vi.
Minden |épcsés matrix fels6 A-matrix, de forditva nem kovetkezik.

2 1

01 01 1101 1 2 3 4 0 (1) 1

00 21 0 0 0 2 01 01 0 0 3
0 01 2

0 0 0 3 0 0 0 3 00 0

mind felsé A-matrixok, a harmadik normalt is, viszont a masodik nem

|épcsos.



D LU-felbontas
Egy A € K™*" matrix LU-felbontasa:
A= LU, ahol L normalt alsé A-matrix, U pedig fels6 A-matrix.
y z| |0 ¢

(L lower, U upper triangular)
|01
-1
esetén xa=0 = xb =0 vagy ya=0. /
D Egy A€ K™*"-es matrix k. féminorja a bal féls6 k x k-as
sarokaldeterminénsa (ahol k < min{m, n}), azaz

P Nem minden matrixnak van LU-felbontéasa:
x 0f |a b] B [xa xb

~lya yb+zc

A= L -nak nincs:
10

di1 di2 ... dik
2 =13 0| .. . ..
an cee A2k féminorjai
Pl. |1 1 2 -1 )
2, 3 és13.
0 -1 4 7

dk1 co. dkk



Az LU-felbontas kiszamitasa
Gauss-eliminacidval felsé A-alakra hozzuk a méatrixot Ggy,
hogy csak s; — s; — cs; alaki miiveleteket végziink, ahol i > j (lefelé
nullazas).
Ezekhez a sormiiveletekhez tartozé elemi méatrixok mind normalt alsé
haromszogmatrixok, igy a szorzatuk is ilyen.

(Et--E)A=U = A=(E---E)'U=LU
Ha a szokdsos médon, balrél jobbra haladva nulldzzuk az oszlopok
aljat, akkor az L = El_1 -« E; Y métrix elemeit egyszeriien fel tudjuk
irni: ha szerepelt egy s; — s; — cs; sormiivelet a Gauss-eliminaciéban,
akkor (L)jj = c, ha nem volt (i, j)-hez tartozé sormiivelet, akkor pedig
0.
Ugyanisaz [ - — -+ — Efl e E{ll = L elemi sormiiveleteknél,
amikor az s; — s; + cs; inverz sormiiveletet végrehajtjuk, addig csak
alatta levd sorokat médositottunk, tehat az i. sorban csak az i. elem
1, a tobbi 0, és igy csak az i. oszlopban torténik valtozas.



P Hatarozzuk meg az aldbbi matrix LU-felbontasat!

4 8 4 8
A=12 6 4 4
1 3 2 4
m
4 8 4 8 48 4 8 4
A=12 6 4 4/ — |0 2 2 0| — |O
1 3 2 4 011 2 0
1 0 1 52*—>52—%51
ésL= |3 1 0f,ugyanis s3+ 53— 151
%%1 53Hs—%52

az elvégzett sormiiveletek.
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Néhany tudnivalé az LU-algoritmusrdl:
1. Csak sj +— s; — cs; (i > j) tipush elemi sormiiveleteket végezziink
a j ndvekvo sorrendjében!
2. Nem kell feltétlentl [épcsos alakra torekedni, csak felsé A-alakra.
3. Ha a soron kovetkezd nullazé elem 0, és alatta van nemnulla
elem, akkor elakad az algoritmus.
T (1) Ha az A métrix minden bal f6ls6 sarokaldeterminansa, azaz
fominorja nemnulla, akkor A-nak van LU-felbontasa.
(2) Ha A invertélhatd, és van LU-felbontasa, akkor az egyértelmii.
B Vegylik észre, hogy ha csak lefelé valtoztaté sormiiveleteket végziink,
akkor a féminorok nem valtoznak:
si — si — csj (i > j) sormiiveletnél
k < i-re a k x k-as bal fols6 sarokaldeterminans valtozatlan marad;
k > i-re a k x k-as féminoron megengedett (determinanst nem
valtoztatd) sormiiveletet hajtunk végre, mert k > i, j.



(1): Belatjuk, hogy a Gauss-eliminécié soran az soron kévetkezd .
oszlop foatlobeli eleme mindig nemnulla lesz, igy lehet vele lefelé
nullazni. Tegyiik fel ugyanis, hogy az i. oszlop az elsé, ahol elakadunk.

*

0 . * x| *

*

0 *
* *
O * *

Ekkor az (i + 1) x (i + 1)-es féminornak van nulla sora, tehét az
értéke nulla, holott az eddigi sormiiveletek nem valtoztattdk a
féminorokat. #

(2): Tfh A= LUy = LpUs. Ekkor |A| # 0 = |L;|,|U;| # 0.

lgy Ly'Ly = Ua Ut alsé és felsd A, és normalt, tehat |.



Egyenletrendszer megoldasa és inverz kiszamolasa
LU-felbontassal

LUx=b < Jdy: Ly=bés Ux=y

Invertalhaté A = LU matrixra hasznaljuk a médszert:

IE I x
INIE o] |
Lj*og LN B

Ax=Db ;. AX = B matrixegyenlet

Inverzszamitas: AX = | megoldéasa



P Hatarozzuk meg az A matrix LU-felbontasat, és ezzel oldjuk meg az

Ax = b egyenletrendszert, ahol

4 8 8 8
A=1|2 6 4 és b= |0
1 3 4 4
m
4 8 8 4 8 8 4 8 8
2 6 4/ — (0 2 0] — [0 2 0|=U
1 3 4 01 2 0 0 2
1 0 0 8 2
L=11/2 1 0 y=|—4 Xx=[-2

1/4 1/2 1 4 2



Mj Az LU-felbontas miiveletigénye a Gauss-eliminaciééval azonos, de
kevesebb memériara van sziikség hozza (az A eredeti helyén
tarolhatjuk az L és U lényeges elemeit: az L 4tlé alatti elemeit
beirhatjuk az U éppen kinulldzott elemeinek a helyére).

Specidlis, pl. ritka méatrixokra van gyorsabb algoritmus is az
LU-felbontésra.

Mj Bar nem minden méatrixnak van LU-felbontasa, mindegyiknek van
PLU-felbontésa, ahol P permutaciomatrix:

a sziikséges sorcseréket eldre elvégezhetjiik az A-n, és ezutan végigfut
az LU-algoritmus.

(E;-E))PA=U = A=PT(E---E) U

(Menetkozben is végrehajthatjuk a sorcseréket, és alkalmasan
médosithatjuk az L-et, nem kell kétszer végigmenni.)
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F Oldjuk meg az Ax = b egyenletrendszert LU-felbontés segitségével,

ahol
1 111 5
A 1 211 4 b— -1
11 2 1 3
1 11 2 7
P Szamitsuk ki a PLU-felbontast:
2 1
A= 2 -1



Ellentmondasos egyenletrendszer
kozelitdo megoldasa




D Meroleges vetiilet
Legyen W < R" és v € R".

v € R™ merdleges vetiillete W-re az a v/ vektor, amelyre

vVeweésv—v e wt,

(Tudjuk: R™ minden vektora egyértelmiien felirhaté egy WW-beli és egy
W--beli vektor ésszegeként, tehat 3!v'.)

A Legyen W <R, {by,... by} bazis W-ben, és B=[by | ... | b]
(bj-k a bazisvektorok oszlopokként irva).

Ekkor a W-re valé merdleges vetités v — B(BT B)~1BTv.
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B BT B invertlhato:
Elég belatni, hogy a BT Bx = 0 er.-nek csak trivialis megoldasa van.
Ez igaz, mert ha BT Bx = 0, akkor
0=x"0=x"B"Bx = (Bx)"(Bx) = |Bx|> = Bx =0,
de B oszlopai ftinek = x = 0.
B(B"B)"1BTve O(B) =W,
mert a B-t szorozzuk jobbrél egy vektorral.
v—B(BTB)"'BTv e W+,
mert Wt = O(B)+ = S(BT)+ =N (BT), és
B™(v—B(B"B)"'B"v)=B"v—-BTB(B"B)"'BTv =
BTv—1IB™v=B"v-BTv=0.
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P Adjuk meg av=(2,1,0,3) vektor
W =span((1,2,—-1,0), (1,0,1,1)) altérre valé6 meréleges vetiletét
R*-ben!

11
1 2 -1 2 1
m B'B= ; g (B"B) =1 b
10 1 1||-1 1 0 3 0 2
0 1
2
1o 1 2 -1 0 1
61 0 2 1 0 11 0
3
11 1 2 3 2 12 14 7/3
2 0 ;| 20,2 4—2018:4/3:",
~1 1| % |-1 2|%j1 —2 3 2|°¢° 1
0 1 0 2 2 0 22 10 5/3
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T A merdleges vetités jellemzései

(1) Egy f : R" — R" lineéris transzforméacié a W < R” altérre val
flw)=wVweWw

merdleges vetités <
& {l‘(u)zOVueV\/L

(2) A€ R™" egy merdleges vetités matrixa < {

(és ekkor A az O(A)-ra vetit).

B (1): R"=waoeWwt
=:weEW-rew=w-+0¢W+ W felbontasbdl f(w) = w.
ueWtreu=0+uec W+ W felbontasbél f(u) = 0.

~:v=w-+uecW+ W felbontésra
f(v)=f(w)+f(uy=w+0=w.
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(2): = Ellendrizziik a feltételeket az A = B(BT B)"1B' matrixra,

ahol B oszlopai a W baziséat alkotjak.
T
AT =B((B"B)™) BT =B(B"B) BT = A

A2 = (B(BTB)'BT) (B(B"B) 'BT) = B(BTB) BT = A

< weW:=0(A)-raw= Ax vmely x-re = Aw = AAx = Ax = w,

ésuec Wt =N(AT)-ra Au=ATu=0,

igy az (1) rész miatt A az O(A)-ra vald vetités matrixa.

A korabbi példaban kiszamoltuk, hogy a

W =span((1,2,—-1,0),(1,0,1,1)) altérre valé meréleges vetités
matrixa

32 12
1 _

A llz a4 20
6|1 2 32
2 0 22

Lathatd, hogy szimmetrikus, azaz AT = A, és ellendrizhetd, hogy
A2 = A
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Ebbdl levezethetok:

1. Vektorra valé vetités matrixa:

0+#becR" W =span(b), B=b. f a b-re valé vetités.

[fle =b(b"b)"b” = blebT |b|2bb ahogy ezt korabban lattuk.

2. A W-re val6é merdleges vetités és a W-ra valé meréleges vetités

dsszege az identikus leképezés, ui. v=w +u (w €W, uc W)

felbontas esetén v vetiilete az elsére w, a méasodikra u. Tehat ha W+

a kisebb dimenziés, érdemes a WW--ra vetités B matrixabdl kifejezni a

W-re val6 vetitését mint [ — B-t.

3. Hipersikra val6 vetités: Ha W a c1x3 + ... + ¢cpxp = 0 hipersik,

akkor W = span(c), tehat a 2. pont szerint a W-re valé merbleges

vetités matrixa | — |c|2ccT

4. Hipersikra valé tiikrozés: Ha v az v meréleges vetiilete a ¢

normalvektorra, akkor a tiikorképe v — 2v”, és a tiikrozés matrixa
2 T

— WCC

17



P A korabbi példabeli W = span((1,2,—1,0),(1,0,1,1)) altérre valé

merdleges vetités matrixabdl szamitsuk ki a W+ altérre valéd
merdleges vetités matrixat. Adjuk meg W= egy bézisat.

A Wh-re valé meréleges vetités A matrixa (amit korabban
kiszamoltunk), és ebbél a W--ra valé meréleges vetités B matrixa

3 2 1 2 3 —2 —1 -2
12 4 —2 o 1]-2 2 2 o0
A=%5l1 o 32 & B=I-A=51 1 5 3 5
2 0 2 2 2 0 -2 4

WL = O(B), és tudjuk, hogy kétdimenziés, ezért B barmely két ftin
oszlopa kifesziti, pl. {(3, -2, —1,—2),(—2,2,2,0)} bazisa W--nek.
A 2x + y — 3z = 0 sikra val6 tiikrozés méatrixa

2 3 2 6
1 _ 1

-3 1|21 3=%]—2 6 3

-3 6 3 —2

Vegylik észre, hogy az oszlopok merdleges, 1 hosszisagu vektorok,
mert e, e, e3 képei egy egybevagdsagnal.
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A Egy v € R” vektorhoz egyetlen legkdzelebbi vektor a W altérben (azaz
w € W, amelyre |[v — w| minimalis) a v mer&leges vetiilete W -re.

B Legyen v=V +Vv" ahol v € W és v’ € W+
(azaz v/ a v merbleges vetiilete W-re).
Ekkor a Pitagorasz-tétel miatt tetszbleges w € W-re

/|2

Vw2 = (V= w) = = w R = -

)

és = csak akkor van, ha |V —w| =0, azaz w = V.

19



Ellentmondasos egyenletrendszer optimalis kozelitd megoldasa

Tfh. az Ax = b er. konstans tagjait mérések eredményeként kaptuk.
A mérések nem feltétleniil pontosak, ezért lehet, hogy az er.-nek nincs
megolddsa. Keressiik azt a b-hez legkdzelebbi b’-t, amelyre mar van
megoldas, és a hozza tartozé x vektorokat.

Ax = b megoldhaté < b € O(A),

tehat a keresett b’ a b-hez legkézelebbi vektor O(A)-ban, azaz b’
merdleges vetiilete O(A)-ra.

A vetiiletképlet alkalmazasahoz ki kell valasztani egy bazist
O(A)-ban,. ..

Egyszerilibben is lehet:

20



>

Ax = b’ megoldasai az AT Ax = ATb megoldasai,

(ahol b’ a b merbleges vetilete O(A)-ra).

B = Ax=b = ATAx=ATb'=A"b+ AT(b’ —b).

Mivel b’ a b meréleges vetiilete O(A)-ra, (b’ —b) L O(A) = S(AT)
=b -becNAT)= AT(b'—b) =0 = ATAx=ATb.

— ATAx=ATb = AT(Ax — b) = 0 = (Ax — b) € N'(AT)

= (Ax —b) L S(AT) = O(A), és Ax € O(A),

igy b-nek az O(A)-ra vett merdleges vetiilete Ax, azaz Ax = b’.

D Normalegyenlet

ATAx = ATb az Ax = b er.-hez tartozé normélegyenlet.
Ennek a kibdvitett matrixa AT [A | b].

21



K1 Megkaphatjuk a minimalis abszolat értékii optimalis kozelité
megoldast a norméalegyenlet sortérbe es6 megoldasaként.

K2 Egy b vektor W altérre vett merdleges vetiiletét kiszamithatjuk az
optimalis kozelité megoldas segitségével is, és ekkor W-nek elég csak
egy generatorrendszerét ismerni, nem kell feltétleniil bazist valasztani

beldle (bar lehet, hogy érdemes):

Ha W =span(ai,...,ax), A=[a1|...|ax], ésaz Ax=Db

egyenletrendszer egyik optimalis kozelité megoldasa x, akkor b’ = Ax.

Mj Ha az Ax = b egyenletrendszer konzisztens, akkor az optimalis
kozelitd megoldasok nyilvan az igazi megoldasok (b’ = b), tehat a

normalegyenlet megoldashalmaza megegyezik az eredetiével.

22



P Keressiik meg az aldbbi egyenletrendszer optimalis kozelitd
megoldasait, és ezek koziil a legkisebb abszolit értékdt!

x + y + 2z = 2
X + z = 2
m 01 1]3 1 0 1]2
[Alb]=|1 1 2|2 | — [0 1 1|3 | ellentmondasos.
10 12 01 1]0
0 1 1] [2 1 3/4 1 2 3] 5
1 10|12 3|5 — -3 -3|-6| —
1 2 113 3 6]9 0 -3 -3|-6
AT [ATA| ATb]
(10 11 g 1 ~1 2
01 1[2|=x=[2-¢t|=|2]+¢t]-1 (:>Ax:3:b’)
000|0 t 0 1 1
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(folyt.) Min. abszoldt értéki kozelité megoldas:
AT A sortere span((—1, —1,1)*.

1 0 11 1 0 1)1 1 0 00
0 1 12| =101 1|2|—=]10 1 0|1]|=x=|1
-1 -1 1|0 0 0 3|3 0 0 1|1 1

F Szamitsuk ki a v =(2,1,0,3) vektor merbleges vetiiletét a
W = span((1,2,-1,0),(1,0,1,1))-re ezzel a médszerrel!

m -
1 1]2
2 0|1
8= -1 1|0
0 1|3
i 7/3
12 -10|[6 04 1 0]2/3 R PV
[1 0 11 [03 5]_>lo 1 5/3]’ b =Ax=1"
AT [ATx | ATb] e
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Moore—Penrose-féle pszeudoinverz




Invertalhaté A maétrixra Ax = b megoldasa x = A~1b.

Ha A nem invertalhatd, szeretnénk egy olyan AT | altalanositott
inverzet”, amelyre ATbh megad egy megoldast, vagy ha az er.
inkonzisztens, egy optimalis kozelitd megoldast.

Ha AT ilyen, akkor A(A*b) = b’ a b mer&leges vetiilete O(A)-ra.
Tehat AAT az O(A)-ra valé merleges vetités matrixa,

igy AAT szimmetrikus, tovdbb4 minden Ax € O(A) vektorra

AAT Ax = Ax, vagyis AATA = A.

Ha ez az A" &lt. inverz olyan értelemben is hasonlit az inverzre, hogy
(AT)*T = A, akkor az elézé két tulajdonség forditott szereposztasban
is teljesiil.
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D Pszeudoinverz
A€ R™ " re AT € R"™™M az A pszeudoinverze, ha

P1. AAtA=A,
P2. ATAAT = AT,
P3. AAT szimmetrikus,

P4. AT A szimmetrikus.

K A feltételekbdl kdvetkezik, hogy ha AT az A pszeudoinverze, akkor
A pszeudoinverze At-nak,

(AT)T pszeudoinverze AT-nak.
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K Ha A € R™" invertdlhaté, akkor AT = A~1

B P1-P4. teljesiil, tovdbb4, ha AT pszeudoinverze A-nak, akkor
| = AA™1 = AATAA™L = AAT = AT = AL, mert A négyzetes.

T Pszeudoinverz létezése

Minden valés matrixnak létezik pszeudoinverze:

(1) Ha B teljes oszloprangt, azaz B € R™*", ahol r(B) = r,

akkor BT = (BTB)™'BT, és ez B-nek balinverze: BB = I.
(2) Ha C teljes sorrangt, azaz C € R™™, ahol r(C) =r,

akkor C* = CT(CCT)™!, és ez a C-nek jobbinverze: CCT = |.
(3) Ha Ae R™*" és A= BC az A-nak bazisfelbontasa

(azaz r(A) =r(B) =r(C) =r, BE R™", C € R™™),

akkor AT = CTB™, ésitt B* az (1), C* a (2) alapjan

szamithato ki.
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B (1): Legyen Bt := (B"B)™1BT. Belatjuk, hogy teljesiil ra a
pszeudoinverz P1-P4 definial6 tulajdonsaga.
B oszlopai ftin-ek = lattuk, hogy BT B invertalhaté, és
B(BTB)™'BT = BBT az O(B)-re val6 merdleges vetités matrixa, igy
BB* szimmetrikus (P3 teljesil).
B*B = (BTB)"1BTB = | = P4 teljesiil, és B balinverz.
BBTB =Bl = B és BTBBT = IBT = B™ (P1,P2 teljesiil).
(2): Alkalmazzuk az (1)-et B = C'-ra. Ekkor C* = (BT)* =
= (B%)T = ((87B)187)) " = ((ccTy*c)" = cT(ccTy .
(3): (1) és (2) miatt BfB=1¢és CCt =1, igy AT := C*BT-ra
P1: AATA= BCCTBTBC = BIIC = BC = A.
P2: ATAAT = CtTBYBCCtBt = CTIIBT = CtBt = AT,
P3: AAT = BCCtBt = BIBT = BBt szimmetrikus,
P4: AtA= CTBTBC = CTIC = C*C szimmetrikus,
felhasznalva a BT és C* pszeudoinverz tulajdonsagait is.
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T A pszeudoinverz egyértelmiisége
Minden A € R™<"_re egyetlen olyan AT van, amely kielégiti a
P1-P4. tulajdonsagokat.

B Ha X és Y is pszeudoinverze A-nak =
X 2 xax B x(ax)T = XxxTAT 2 xxT(AvA)T =
XXTATYTAT = X(AX)T(AY)T 2 xaxay 2 xay
Y Zyay B (va) Ty = ATYTYy 2 (AxA)TYTY =
ATXTATYTY = (XA)T(YA)TY 2 xAvAy 2 xay.
= X =XAY = Y.
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1 21
2 -1 1
m r(A) =2 = A teljes sorrangli = AT = AT(AAT)~1

1 2
2 -1 1 1 1 16 35 |—1 6

F Szamitsuk ki A = [ ] pszeudoinverzét!

12| A N
At =12 —1| = == |13 —
35[—1 6] 35 |13 8

1 1 5 5
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1 0 1]
F Szédmitsuk ki A= |0 1 2| pszeudoinverzét!
1 1 3]
m |A| =0 = A nem teljes rangli. = Kell a bazisfelbontas.

1 01
01 2

[1 0 1] 1 0
A:012:o1[ ]:BC
11 3 11

2 —1|[1 0 1 2
BT —(BTB)1BT =1 -1
( ) 31-1 2|0 11 311
10 - 5 —2
+ _ T TV\-1 _ 1 -2 _1
Ct=CT(ccT) _016[_2 2]_6 2 2
12 1 2
12 -9 3 4 -3 1
Af=CtBf=%|-6 6 0] =%|-2
0 3 3 0 1 1

-1 1

|
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A Ha AT az A pszeudoinverze, akkor

(1) AAT az A oszlopterére valé mer8leges vetités matrixa.
(2) ATA az A sorterére valé merdleges vetités matrixa.

B (1): AA* szimmetrikus, és (AAT)2 = AATAAT 2 AAT tehat AAT
az O(AA™)-ra valé mer8leges vetités méatrixa.
Mésrészt O(AAT) = O(A), ugyanis < nyilvanvald, és
O(A) = O(AA+A) < O(AAT).
(2): Az (1) miatt AtA az AT oszlopterére valé mer&leges vetités
matrixa. Azt kell még belatni, hogy O(A™) = S(A). Valéban:

O(AT) B 0(ATAAT) < O(ATA) 2 O(AT(AT)T) < O(AT) = S(A),

S(A) 2 S(AATA) < S(ATA) B S(AT(ANT) < S((AT)T) = 0(Ah).
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T Legkisebb abszolat értékii optimalis kozelité megoldas

Ha A* az A € R™*" matrix pszeudoinverze, akkor Vb € R™-re
ATb az Ax = b er. sortérbe esd, azaz legkisebb abszolut értékii
(optimalis kozelité) megoldasa.

B Az eldz8 tétel szerint AATb a b merleges vetiilete O(A)-ra, tehat
ha az er. konzisztens, akkor x = A*b-re Ax = AATb = b, igy x

megoldas,
ha inkonzisztens, akkor Ax = AA*b = b’ miatt x optimalis kozelitd

megoldas.

A sorterébe esik, mert x = ATh € O(AT) = S(A).
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P Hatarozzuk meg az Ax = b er. sortérbe esé optimalis kozelitd
megoldasat az A kordbban kiszdmitott pszeudoinverze segitségével,

ahol
101 1 1
A= 10 1 2| ésb= 4], illetveb= |0
113 5 2
4 -3 1] [1 -1
m Azelssre Atb=1|-2 2 0| [4| =3 | 2| megoldés: Ax =b.
0 1 1] 1|5
4 -3 1 1
A misodikra ATb = 1 {2 2 0 { 1| optimalis kozelitd
0 11 i
megoldés, b’ = Ax = (%,3,3)7 (az elteres %
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