Bevezetés az algebraba 1 1. feladatsor 2020. szeptember 7.

Gyakorlo feladatok

1. a) Bizonyitsuk be, hogy egy rendezett halmaz akkor és csak akkor jolrendezett, ha nincs
benne végtelen, szigorian leszdllo lanc!

b) Mutassuk meg, hogy jolrendezett halmaz minden részhalmaza jolrendezett!

c¢) Bizonyitsuk be, hogy ha egy rendezett halmaz véges sok jolrendezett részhalmazinak az
unidja, akkor maga is jolrendezett!

d) Tegyik fel, hogy az A rendezett halmaz az A1, As, ..., Ay, ... jolrendezett halmazok
unidja, éshax € A;, y € Aj, i < j, akkor x <y. Ldssuk be, hogy ekkor A jolrendezett!
Adjunk meg R-ben ilyen rendezést részhalmazt!

e) Bizonyitsuk be, hogy 7 nem jolrendezett a szokdsos rendezésével, és adjunk meg rajta
egy mdasik rendezést, ami jolrendezés!

Megoldds:  a) Ha jolrendezett, akkor nem lehet benne végtelen, szigortan leszallo lanc,
mert annak semelyik eleme nem legkisebb. Most tegyiik fel, hogy a halmaz nem
jolrendezett, azaz van benne egy nemiires H részhalmaz, amelynek nincs legkisebb
eleme. Legyen h; € H tetszbleges. Mivel nem legkisebb H-ban, dhsy, hogy h; > ho.
Ha mér kivalasztottunk egy h; > ho > ... > h,, sorozatot, ennek az utols6 eleme sem
lehet legkisebb H-ban, igy folytathatjuk a sorozatot h,41-gyel. Ilyen médon talalunk
egy végtelen, szigortian leszallo lancot.

b) A részhalmaz minden nemiires részhalmaza a nagynak is részhalmaza, tehat nincs
legkisebb eleme.

c) Legyen A = Ay U...UA,, és HC A. Ha valamely i-re H N A; # (), akkor legyen
h; ennek a legkisebb eleme (ilyen létezik, mert A; jolrendezett). Legyen e koziil a
véges sok elem koziil h a legkisebb. Ekkor h < h; minden i-re, amire létezik h;, és
igy tetszéleges x € H-ra © € A; N H valamely i-re, amib6l h < h; < z, azaz h < x
kovetkezik.

d) Legyen H C A nem tires, és tekintsiik a B := {i| HNA; # (0 } C N halmazt. Ekkor B
nem ires, mert ) # H C U A;. Legyen iy a B legkisebb eleme, és h a HN A;, legkisebb
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eleme (ilyen van, mert A;, jolrendezett, és H N A;, nem tires). Ekkor h a H legkisebb
eleme, ugyanis ig valasztasa alapjan minden x € H olyan Aj-be esik, amelyre iy < 7,
és ha ig = j, akkor h < x, mivel h a legkisebb H N A, -ban, ha pedig i < j, akkor
h < x, mivel A;, minden eleme kisebb A; minden eleménél a feltevések szerint.
Megjegyzés: Nem kell eleve feltetnni, hogy A rendezett, a feltételek (A;-ken beliil
megadott jolrendezések, és a kiilonb6z6 A;-k elemei kozotti kapcsolat) kénnyen
ellendrizhetGen rendezést ad, ha A az A;-k diszjunkt uni6ja. Tovabba az indexhalmaz
lehet tetszdleges jolrendezett halmaz az N helyett.
R-ben ilyen halmazrendszer lesz példaul:
Av={k k+3, k+2 k+32,...} (k=1,2,..)).

e) Haa0,—1,1,—2,2,—3,3,... sorozat elemeit a tagok indexe szerint rendezziik, akkor
az Ng rendezésének megfelels rendezett halmazt kapunk, tehat jolrendezett lesz.

2. Igazoljuk, hogy
a) |z] + v+ 5] = |2z]
b) |V lz]] = V]
Megoldds: a) Ha |x] = a, akkor |x + 5| és [2x] is kétféle lehet, aszerint, hogy = tortrésze
a [0,1) intervallum melyik részébe esik.
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Haa§x<a+%,akk0ra<a+%§w+%<a+1: Lm—kéjza,és
20 <2z <2a+1= 22| = 2a,
tehat |z] + |z + 5| = 2a = [2z].
Haa+ i <z<a+1l,akkora+1<z+i<a+3<a+2= |z+i]=a+1,eés
20+1<2xr<2a+2= 22| =2a+1,
tehat |z] + |z + 1| =2a+ 1 = |2z].
b) a€Zre |Vr]=asa<Jr<at+ledd <z<(a+1)?&a®<|z]<(a+1)?
&a< ij<a+1<:>{ LxJJ:a.

3. Hatdrozzuk meg az elsd n Fibonacci-szam dsszegét!

Megoldds: Legyen s, = fo+ fi+...+ fn. Ekkor s, +sp+1 = (fo+...+ fn)+(fo+...+
fot1) = fo+ (fo+ fi) +...+(fn+ fot1) = fo+ fot+ fa+ ...+ far2 = Snp2 — 1. Ez
konnyen visszavezethets egy Fibonacci-rekurziora: (s, + 1)+ (sp+1+1) = spio+ 1. Mivel
so+1=1= fyéss1+1=2= f3,az (s, +1) sorozat a Fibonacci-sorozatnak részsorozata:
Sp = fn+2 — L

Megjegyzés: Azzal is kezdhettiik volna, hogy kiszamolunk néhéany értéket:
1,2,4,7,12,20, ..., megsejtjiik, hogy ez az s, = fn12 — 1 sorozat (n € Np), és ezt teljes
indukciéval bizonyitjuk.

4. Hany olyan n-hosszi sorozat képezhetd az 1, 2, 3, 4 szamokbol, melyek 1-gyel kezdddnek,

és minden szdm pontosan 1-gyel kilonbozik az el6z6t61? (Utmutatds: Ldssuk be, hogy erre
is érvényes a Fibonacci-rekurzid!)

Megoldds: Nevezziik A tipusiinak a 2-re vagy 3-ra, B tipustnak az 1-re vagy 4-re végz6ds
sorozatokat, és legyen az n hosszi A tipust sorozatok szama a,, az n hosszu B tipusiaké
b,, tovabba c¢,, = a,, + b, az 6sszes n hosszi sorozatoké. Ekkor a, = c¢,,_1, mert minden
végzGdésbdl pontosan egyféleképpen lehet “kézépre” 1épni, masrészt b, = a,_1 = cp_o9,
ugyanis a szélére csak kozéprél léphetiink, és ott is csak egyféle helyrsl. Ebbdl ¢, =
an + by = cpn_1 + cn_o. Mivel ¢ = co = 1, azt kapjuk, hogy ¢, = f,, az n-edik Fibonacci-
szam.

5. Legyen g, = gn-1 + Gn-2, go = a, g1 = b (dltaldnositott Fibonacci-sorozat). Igazoljuk,
hogy gn = afn—1+bfn.
Megoldds: A bizonyitando6 képletnek n = 1-t6l kezdve van értelme. ¢y =b=a-0+b-1,
ésgo=a+b=a-140b-1, tehat n = 1, 2-re igaz az allitas. Tegylik fel, hogy valamely
n > 2-ig teljesiil az egyenlGség. Ekkor

In+1 = Gn + In—-1 = (afn—l + bfn) + (afn—Q + bfn—l) - a(fn—l + fn—2) + b(fn + fn—l) —
afn + bfni1, tehat a kovetkezs tagra is teljesiil.

6. Bizonyitsuk be teljes indukcioval, hogy Z k-kl'=(n+1)!—1.
k=0

Megoldds: n = 0-ra igaz: 0-0! =0 = 1! — 1. Tegyiik fel, hogy valamely n-re igaz. Ekkor
n+1 n

Sok-kl = (Z k - k!) +(n+)(n+)! = (n+D)!=1+(n+1)(n+1)! = (n+2)(n+1)! -1 =
k=0 k=0

(n+2)! -1, tehat (n + 1)-re is teljestil.
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. Irjuk fel a /3 szdmot linctort alakban! Szdamitsuk ki az ebbdl kapott elsé négy kozelitd
raciondlis szdmot és a kozelités hibdjat. (V'3 =~ 1,732.) Jol kozelitenek-e ezek a szdmok az
irraciondlis szdmok approximdcids tétele értelmében (azaz teljesiil-e, hogy |V/3 — FIRS q%)?

Megoldds:

1 1 1 1
V3=1+(V3-1)=1+— _Hﬁ“_HW_Hﬁ_
V3-1 2 2 —
1 1
:1+1—1:1+1 .
+\/§+1 Jr2+(\/§fl)

Itt ajra a (v/3 — 1)-et kell alakitani, tehat innentél kezdve periodikus a lanctért, és a
tortvonal bal oldalan levs egész szamok rendre 1,1,2,1,2,1,2,1,2,....

A végtelen lanctortbsl ugy kapunk kozelité racionélis szamokat, hogy az (n + 1)-edik
tortvonallal elvalasztott (alul végtelen) tortet kitoroljiikk. Az elss négy ilyen a kovetkezd:

1 1 5 1 7
Lo l4-=2 ld——=o 4=
1 1+1 3 Ltgr 4

Az 1 nevezGjtiek 1% = 1-nél jobban kozelitenek, a 3 nevezdji 1,666 ... szam eltérése v/3-
tol kisebb, mint 1,74 — 1,66 = 0,08 < % = 3%, a 4 nevezGjtié kisebb, mint 1,75 — 1,73 =
0,02 = % < % = 4%. Tehat ezek mind rendelkeznek az irracionélis szamok approximacios
tételében szerepl6 tulajdonsaggal.



