Bevezetés az algebraba 1 2. feladatsor 2020. szeptember 14.

Gyakorlo feladatok

. Horner-mddszerrel helyettsitsiik be 5-6t a p(x) = x5 — 322 + x + 3 polinomba!
Megoldds:

j1fojoj=3] 1] 3 |

5|1|5]25]122]611|3058 |

= p(5) = 3058

. Adjuk meg 1202013-at tizes szamrendszerben Horner mdodszerrel!
Megoldas:

1[2fof2]0 | 1|

3|1]5[15]47|141|424]

a) Viltsuk dt 26-ot 10,16, 8,4,2,5,26 alapi szamrendszerbe!
b) Viltsuk at 1001-et 2-es, 8-as és 16-o0s szamrendszerbe!

Megoldas: a) Ismételt leosztasokkal, és a maradékok forditott sorrendben valo felirasaval:
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26 a megadott szdmrendszerekben:
2610 = 1A16 = 328 == 1224 == 110102 == 1015 = 1026.

b) A b alapu szamrendszerbsl b alapuba vald atvaltast a szamjegyek csoportosi-
tasaval (jobbrol balra m tagu csoportokba) és a csoportok atvaltasaval, a b™
alapl szdmrendszerr6l b alapt szamrendszerre vald atvaltast az egyes szamjegyek
atvaltasaval el lehet végezni, ugyanis egy a b-es szdmrendszerben n-jegyd c szamra
és k= [n/m]-re
¢ = 1" 1 +a, "2+ .+ ab+ag = (Apm_10™ + oo+ Gememy1b +
Ak (m—1))bE DT (a2m 10 T A g1 b am )0 (@16 T L Farbtag),
ahol a; :=0, ha i > n, ésitt 0 < ajp,_10™ ' + ...+ Aim—m+1b + ag—1ym <™.
Erdemes a 8-as szamrendszerrel kezdeni, és abbol atvaltani.
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1001 = 17515 = 1]111/101]0015 = 11|1110/10015 = 3E9;.
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. Hatdrozzuk meg euklideszi algoritmussal (288,204)-et, és dllitsuk eld a legnagyobb kizos
osztot 288x + 204y alakban alkalmas x,y € Z-vel!

Megoldds:
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-1 204 0] 1
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-3 12 5| —7
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Igy (288,204) = 12 = 288 - 5 + 204 - (7).

. Megoldhatdk-e az alabbi diofantoszi eqgyenletek? Ha igen, adjuk meg az dsszes megolddsukat,
illetve az 0sszes nemmnegativ megolddsukat!

a) 288z + 204y =1

b) 288z + 204y = 300

c) 288z + 204y = 3000

Megoldds: — a) Nem oldhat6 meg, mert (288,204) nem osztoja 1-nek (szamolas nélkiil is
latszik, hogy a legnagyobb kozos osztd paros).
b) Mivel (288,204) = 12 | 300, a diofantoszi egyenlet megoldhato, és egyik megoldasat
megkaphatjuk a 12 elgallitasanak megfelels t6bbszoroseként: (zg,yo) = (125, —175).
De akar a 288 és a 12 el6allitdsdnak az Osszegeként is kaphatunk egy megoldast:
(6, —7). Ebbdl az dsszes megoldas felirhaté: (6+2%¢, —7—28¢) = (6417¢, —7—241),
ahol t € 7Z tetsz6leges. Nemnegativ megoldasa nyilvin nincs, mert a nemnegativ
kombinaciok koziil csak 0, 204 és 288 nem nagyobb 300-nal.
c) A b) rész megoldasa alapjan (60, —70) egy megoldas, és az altalanos megoldas (60 +

17t, =70 — 24t). Ez nemnegativ, ha t > —(15—2 = —31%, ést < —% = —2%, és ennek
csak a t = —3 a Z-beli megoldésa. Vagyis ennek a diofantoszi egyenletnek a egyetlen

nemnegativ megoldésa (9, 2).

. Bizonyitsuk be, hogy minden a > 1, m,n > 1 egész szamra (™ — 1,a™ — 1) = a(™™) — 1,
Megoldas: Az allitast m + n-re vonatkozo teljes indukciéval latjuk be. m 4+ n = 2 esetén
m=n=1,6é (' —1,a' —1) = (a—1,a—1) = a—1 = a™Y — 1. Tegyiik fel, hogy
valamely m,n > 1 esetén a kisebb 0sszegii parokra méar belattuk az allitast. Feltehetjiik,
hogy m > n. Ekkor (¢ —1,a"—1) = (a™—1—a™ "(a"—1),a"—1) = (a™ " —1,a" —1),
és az utobbi az indukcios feltevés szerint = a(m=—") — 1 = g(mm) — 1,

2]

. Bizonyitsuk be, hogy n,a,b pozitiv egészekre L%J = \‘ ) J
a

Megoldds: A bal oldali kifejezés az ab azon pozitiv egész tobbszoroseinek széma, amelyek
1%
b )

nem nagyobbak n-nél. Viszont m € NT-ra mab < n < mb < Teomb< |2 e m<

n
és az ilyen m-ek szama éppen \‘%J .
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a) Mi a2 kitevdje 17! kanonikus alakjaban?
b) Hdny nulldra végzddik a 100! szdm?
Megoldds:

a) [X]+ |+ ]+ 5] =8+4+2+1=15

b) Egy n szidm pontosan k nullara végzddik, ha 10* osztdja az adott szamnak, de 10F+1
nem. Mivel 10 = 2% . 5% relativ prim primhatvanyok szorzata, ehhez az kell, hogy
([n]p-vel jelolve p kitevSjét n kanonikus alakjaban) [n]s és [n]s mindegyike legalabb
k, de az egyik pontosan k. Az n = 100! esetben [100!], = [1°] + | 2| + ... nyilvan
legalabb akkora, mint [100!]5 = L%OJ + L%J +0+4+0+...= 24, tehat 100! pontosan
24 darab 0-ra végzddik.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi szdmok legnagyobb kiozos osztdjdat és legkisebb kozds tdbbszordsét!

a) 223310713 215710135

b) 223310713 215710135 315720112.
Megoldds: a) A lnko 219710 a lkkt 223310713135,
b) A Inko 710, a lkkt 223315720112135.

Mutassuk meg, hogy bdarmely pozitiv a és b egészhez van olyan m és n egész, hogy m | a,
n|b, (mmn)=1¢és mn=a,b.
Megoldds: Legyen a = pj*---pi és b = p?l - < pbroahol 0 < py < ... < p, primek,
és a;,b; > 0. Definiadljuk az m és n szamokat is a faktorizaciojukkal: a p; kitevGje m-ben,
illetve n-ben:

m; = a;, ha a; > b;, és 0 kiilonben,

n; = b;, ha a; < b;, és 0 kiilénben.

Ekkor m-ben p; kitevSje m; < a; Vi, ezért m | a, és hasonléan n-ben p; kitevje n; < b;
Vi, ezért n | b.

Tovabba p; kitevéje mn-ben m; + n; = max{a;, b;}, igy mn = [a, ], és mivel minden i-re
m; = 0 vagy n; = 0, (m,n)-ben minden p; kitevéje min{m;,n;} = 0, azaz (m,n) = 1.



