Bevezetés az algebraba 1 3. feladatsor 2020. szeptember 21.

Gyakorlo feladatok

1. Mutassuk meg, hogy
a) 4k + 1 alakd szamok szorzata 4k + 1 alakd;

b) végtelen sok 4k + 3 alaki primszdim van! (Utmutatds: Milyen primosztdi lehetnek a
4dn! — 1 szdmnak?)

Megoldas:  a) Elég belatni, hogy két 4k + 1 alaku szam szorzata 4k + 1 alakd, abbol
mar teljes indukcioval kovetkezik tetszélegesen sok tényezls szorzatra is az allitas.
(4k+1)(40+1) = 16kl + 4k + 40+ 1 = 4(4kl+ Kk + 0) + 1.

b) 4n!—1 paratlan, ezért csak paratlan primosztoi vannak, masrészt az a) rész miatt nem
lehet mindegyik primosztoja 4k + 1 alaka. Tehat van olyan 4k + 3 alakt prim, ami
osztdja 4n! — 1-nek. Viszont minden n alatti pozitiv egész osztja 4n!-t, igy nem osztja
4dn! — l-et, és ezért p > n. Ezzel belattuk, hogy minden n-nél van nagyobb 4k + 3
alaka prim, kovetkezésképpen az ilyen alakt primek szama végtelen.

2. A pdros szamok korében definidlt oszthatosdgra nézve mely szamok irhatok fel lényegében
egyértelmien felbonthatatlanok szorzataként?

Megoldas: 27 helyett 2N-ben vizsgaljuk a kérdést, ahol a “lényegében egyértelmd” azt
fogja jelenteni, hogy sorrendtsl eltekintve egyértelmt. 2N-ben nincs egységelem, de még
olyan szam sem, amit ilyen esetben egységnek hivhatnank, azaz amelyik minden mas
szamnak osztdja, ugyanis semelyik 2N \ {0 }-beli szam nem osztoja (nem péarosadrésze)
sajatmaganak. Tehat a felbonthatatlan szamok azok, amelyek semmilyen m6édon nem
bonthatok fel két paros szdm szorzatara, azaz amelyek 2-vel oszthatok, de 4-gyel nem. Ilyen
szamok szorzatara mindegyik 2N-beli szam felbonthatd, de nem feltétleniil egyértelmiien.
Legyen n = 2¥m € 2N, ahol m > 1 péaratlan és k > 1. Ha k = 1, akkor n felbonthatatlan,
ha k > 2, és m = 1 vagy m prim, akkor n csak 2m-2 - - - 2 alakban bonthato fel felbonthatat-
lanok szorzatara. Viszont ha k > 2 és m Osszetett szam: m = mymsg, ahol mq,mg > 1,
akkor 2m - 2---2 és 2mq - 2mso - - - 2 két 1ényegesen kiilénb6z6 felbontas. Tehat pontosan
azoknak a szdmoknak van itt egyértelmi irreducibilisekre val6 felbontasuk, amelyek nem
oszthatok néggyel (ezek maguk irreducibilisek), 2-hatvanyok, vagy 2-hatvanyok paratlan
(Z-beli) primszamszorosai.

3. Hatdrozzuk meg 267 mod 71 értékét!

Megoldds: A 67 2-es szamrendszerben vald felirasanak segitségével allitsuk el 67-et 2-
hatvanyok Osszegeként: 67 = 64 + 2 + 1. Igy elég a hatvanyalap 2-hatvanyadik hatvanyait
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kiszamitani modulo 71 t6bbszords négyzetre emeléssel, és ezek (modulo 71) szorzatat venni.

2! =2 (mod 71)

22 =4 (mod 71)

2 =16 (mod 71)

2% =256 = —28 (mod 71)
216 =784=3 (mod 71)

232 =9 (mod 71)

264 =81 =10 (mod 71)
207=2.4.10=9 (mod 71)

2. megoldds: Amikor a hatvanyalap relativ prim a modulushoz, érdemes a hatvanyalapot
és a kitevét is redukalni (az el6bbit modulo m, az utobbit modulo ¢(m)) az Euler-Fermat-
tétel felhasznalasaval. Itt viszont 67 < 70 = ¢(71), tehat a kitevé nem lesz kisebb, ha
modulo ¢(71) vessziik. Viszont az Euler-Fermat-tételbsl kovetkezik, hogy xz = 267-re
8z = 2 = 1 (mod 71), igy elég csak ezt a kongruenciat megoldani az 5. vagy 6.
feladatban lathaté moédon. Pl. a 8¢ = 1 = 72 (mod 71) kongruencia egyszertisitésével
azt kapjuk, hogy x =9 (mod 71).

. Hatdarozzuk meg azokat az n pozitiv egészeket, amelyekre p(n) = 6.

Megoldds: A o(p$* ---p2) = (p1 — 1)p?* 1 - (p, — 1)p®~" formulabol nyilvanvald, hogy
n-nek nem lehet 7-nél nagyobb primosztoja.

Ha 7 | n, akkor 7 kitevGje csak 1, mert 7 76, tehat n = 7m, ahol (7,m) =1 = ¢(n) =
6-o(m) = @(m)=1=m=1vagy 2 (ul. n > 3-ralés n—1is relativ primek n-hez),
azaz n = 7 vagy 14.

5 nem lehet osztoja n-nek, mert 4 76 = p(n). Marad, hogy n primosztéi csak 2 és 3, és
ebbdl a 3 pontosan a 2. hatvinyon szerepel, mivel 3 | p(n), de 32 To(n). Tehat n = 2832
= ¢(n) = (2" p(9) = p(2*¥) -6 = k=0,1 = n=9,18.

Osszefoglalva: n = 7,14, 9, 18.

. Oldjuk meg a kovetkezd linedris kongruencidkat!
a) 12z =15 (mod 21)

b) 122 =4 (mod 6)

¢) 120 =4 (mod 2)

d) 30x =4 (mod 37)

Megoldds:
a) 12z = 15 (mod 21)
dr = 5 (mod 7)
dr = 12 (mod 7)
x = 3 (mod 7)
x = 3,10 vagy 17 (mod 21)

b) Nincs megoldésa, mert (12,6) = 6 nem osztoja 4-nek.



6.

8.
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c) 12r =4 (mod2) & 0xr = 0 (mod 2), és ezt minden x kielégiti, azaz x = 0,1
(mod 2).

d) Ekvivalensen: —7x =4 (mod 37) = —70 (mod 37), és ezt —T7-tel lehet egyszert-
siteni: z =10 (mod 37).
Vagy a 30x + 37y = 4 diofantoszi egyenletet kivévitett euklideszi algoritmussal

megoldva:
30| 37
37 0] 1
-1 30 1
—4. 7 —1] 1
-3 2 5| —4
—2. 1{-16| 13
0

Itt a 2 elGallitasdnak kétszeresébdl megkapjuk, hogy x = 10 megoldés, mésrészt ennek
a kongruencianak (30,37) = 1 miatt egyetlen megoldésa van, tehat a megoldas x = 10
(mod 37).

(a 37 oszlopdt nem is feltétlendil kell kitolteni, mert csak az x értékét akarjuk megtudni.)

a) Hatdrozzuk meg 5~ mod 26 értékét!
b) Invertdlhato-e 4 modulo 267

Megoldas: a) Az bx =1 = —25 (mod 26) egyszeriisitésével z = —5 = 21 (mod 26),
tehat 51 (mod 26) = 21.
b) Nem invertalhato, ugyanis a 4 nem relativ prim a modulushoz (mésképpen, a 4z =1
(mod 26) kongruencia nem oldhat6é meg, mivel (4,16) = 2 nem osztdja 1-nek).

Bizonyitsuk be Wilson tételét: (p— 1)! = —1 (mod p) minden p primre.

Megoldds: p=2rall=1=-1 (mod 2).
p > 2-re pérositsuk az 1,2,...,p — 1 szdmokat a mod p inverziikkel. Lesz olyan szam,
aminek sajatmaga az inverze:

r=a"! (p) & 2?=1(p) & p|@®-1)=(2-1)(z+1),

és ez utobbi ekvivalens azzal, hogy p | x — 1 vagy p | x + 1, mivel p prim. Tehat 1-nek és
p — l-nek énmaga az inverze, a tobbieknek nem. Ezért megfelelGen csoportositva a (p—1)!
tényezo6it,

1-2-(p—1)=1?=3/2.1.(-1) = -1 (mod p).

Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert!
r= 2 (mod 3)

r= 3 (mod38)
x=-4 (mod 11)
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Megoldds:
m; | 3]8]11|
v = 2 (mod3) M, 8333 24
r = 3 (mod 8) _ Mil 116
x = —4 (mod 11) zi = M (mi)

a; 2 3 |—4
r=88-1-2433-1-3+24-6-(—4) =176+ 99 — 576 = —301 = —37 (mod 264).

2. megoldds: behelyettesitésekkel. Az elsé kongruencia ekvivalens azzal, hogy
x = 2+ 3y valamely y € Z-re.
Ezt behelyettestitve a masodikba:

243y=308) & 3y=1=98) < y=3(8).

Az utobbi azzal ekvivalens, hogy y = 3 + 8z valamely z € Z-re, vagyis z = 2+ 3(3+8z) =
11 4 24z. Ezt behelyettesitve a harmadikba:

11424z =4 (11) & 24z=—15 (11) & 22=—4 (11) & == -2 (11).
Tehat z = —2 4 11u valamely u € Z-re, amib6l x = 11 + 24(—2 + 11u) = —37 + 264u,
vagyis = —37 (mod 264).
. 142% mod 440 =7

Megoldds: A hatvanyalap nem relativ prim a modulushoz: (14,440) = 2, raadasul
a modulus meglehetGsen nagy Osszetett szam, ezért a kongruenciat szétbontjuk a
kinai maradéktétel szerint vele ekvivalens relativ prim modulusii kongruencidkbol &llo
kongruencia-rendszerre. Azt az z-et keressiik, amelyre

r = 140 (8)
r = 1420 (5)
r = 1420 (11)

Az elsének a megoldasa z = 0 (8), mert 2 | 14, tehat mar a harmadik hatvanya is oszthato
8-cal. A masik kettében a hatvanyalap relativ prim a modulushoz, igy a hatvanyalap
mod m redukalasa mellett, szlikség esetén redukalhatjuk a kitevét is p(m) szerint (p(5) = 4
és p(11) = 10):

1420 = (-1)2=1 (5) s 1420 =3 =1 (11).
Ezutan a kinai maradéktétel megoldasi modszerével, de ebben az esetben akér fejben is,
Osszerakhatjuk a megoldast.

x = 0 (8)
r = 1 (5
x = 1 (11)
A 2. és 3. kongruenciabol 55 | (x — 1), azaz x = 56 (55), és 8 | 56, tehat

14 =2 =56 (mod 440)

megoldasa a teljes rendszernek is.



