Bevezetés az algebraba 1 5. feladatsor 2020. oktober 5.

Gyakorlo feladatok

1. Szdmitsuk ki az 1 — 2i komplex szdm négyzetgyokeit (trigonometrikus alak haszndlata
nélkil)!
Megoldds: Keressiik meg azt a z = x + yi (z,y € R) szamot, amelyre (z + yi)? = 1 — 24,
azaz x2 — y? + 2xyi = 1 — 2i. Az algebrai alak egyértelmtisége miatt ez ekvivalens az
22 —y? =1, 2xy = —2 egyenletrendszerrel. A méasodik egyenletbdl y = —1, és ezt az
elsébe helyettesitve az ’
et — 22 —1=0

egyenletet kapjuk. Ebbédl 22 = %5, de x € R = 2?2 > 0, tehat csak az 22 = 1+2\/5
megoldéas jo, amibdl

14++5 | 1 1+v5 . [V5—1
r ==+ 5 sy=—— = z== 5 —1 5
x

2. Szdamitsuk ki —/3 + i otodik gyokeit!

Megoldds: z = —/3 4 i-re |z| = 2, és igy 2z = 2 (—%g + %z) = 2(cos 150° + isin 150°),

vagy radianban 2 (cos %” + 7 sin %”)

Igy az 6todik gyokok

V2(cos(30° + k - 72°) + i sin(30° + k - 72°)) (k=0,1,2,3,4), vagy radianban

2 2
\5/§(cos (%H{;g) +isin <%+k§>) (k=0,1,2,3,4).

3. a) Hqtdrozzuk meg az (’8) — (3) + (Z’) — ... Osszeg értékét az (1 + i)™ algebrai és
trigonometrikus alakjinak az 6sszehasonlitisdval!
b) Szamitsuk ki a (cosx + isinx)3 kifejezést kétféle modon! Ennek segitségével fejezziik

ki cos(3x)-et cosx fligguényében!

Megoldds: a) (1 +i)* = > (})i*, masrészt (1 4 )" = (ﬁ (COS%H'Sm%)) =

on/2 (cos L +isin %) Az els6nek a valos része a péaros indexti tagokbol all. Ha

ezt Osszevetjiik a trigonometrikus alakkal, azt kapjuk, hogy

(g) - <Z) + (Z) —= iﬁ(—l)m (27;) = 22 cos ™

Esetszétvalasztassal szebb alakra is hozhatjuk:

0 han =42 (mod 8)
on/2 han=0 (mod 8)
—on/2 han =4 (mod 8)

2(=1)/2 " han=41 (mod 8)
—2(n=1/2 han=43 (mod 8)
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b) A trigonometrikus alakban végzett hatvanyozassal
(cosx +isinz)® = cos(3x) + isin(3z),

a binomialis tétel szerint pedig

(cosz +isinxz)® = cos® x 4 i3 cos? xsinx — 3 cos zsin® x — i sin® z.

A két kifejezés valos részét dsszehasonlitva azt kapjuk, hogy

3 2 3

cos(3z) = cos® z — 3coswsin® x = cos® x — 3cosz(1 — cos® ) = 4cos® z — 3cos .
. Ha € primitiv n-edik eqyséqggyok, mi lehet a rendje
a) —e-nak;
b) eF-nak?
Megoldds: € = cos ™27 4 isin 227, ahol (m,n) = 1.
a) —e = (—1)e= (cosw + isin 7T) (cos o7 + isin 227) =
= cos (7r + %27‘(’) + isin (7T + %271'), tehat olyan 1 abszolit értéki komplex szam,
n+ 2m
2n

1
amelynek szoge (5 + @) 2m = 2m. Azt kell csak megallapitani, hogy mi a
n

+2m

nevezsGje az szamnak az egyszertisitett alakjaban. Paratlan primmel nem lehet

egyszerilsiteni, mert az a nevezd miatt osztoja lenne n-nek is, és akkor a szamlalé miatt
2m-nek, igy m-nek is, tehat n és m nem lennének relativ primek. 2-vel akkor lehet
egyszerlsiteni, ha n paros. Ilyenkor a nevezs 4-gyel is oszthato, de m paratlan, igy
2m =2 (mod 4). Tehat 4-gyel csak akkor lehet egyszeriisiteni, ha n =2 (mod 4).
Viszont ekkor a nevezd 8-cal mar nem oszthato, tehat 8-cal semmiképpen nem tudunk

egyszerisiteni.
Osszefoglalva:
2n, ha n péaratlan,
—crendje { n, had|n,és
5, han=2 (mod4).
b) (F)f =k =1 & n |kt & i | gt & iy | mert (g n),(kfjn)) = 1. Tehat

¥ rendje, azaz a legkisebb pozitiv ¢, amelyre (e¥)! =1, t = - n).

. Adjuk meg a primitiv 5-6dik és a primitiv 8-adik eqységgyiokok é'sszegét €s szorzatcit’

Megoldds: A prlmltlv otodik egyseggyokok g,62,63,¢*, ahol € = cos 2F + isin 2*. Igy az

Osszegiik e +e2 + &3 +et = (1 +e+e? + &3 —1—5 1) — 1 = —1, mert tudJuk hogy mmden

n > l-re az n-edik egységgyokok ('jsszege 0. A szorzatuk 51+2+3+4 =0 =1.

A pr1m1t1v nyolcadlk egyseggyokok e 5 ,e%,¢”, ahol ¢ = cos 7 +isin . Az Osszegiik
e(1+¢e%2+¢e*+6%) =0, mert 1,62, 4,6 eppen a 4-edik egységgyokok, a szorzatuk pedig

clH3+5+7 _ 16 _ 1

. Adjuk meg annak a négyzetnek a mdsik két csicsdt, melynek két dtellenes csucsdt két adott
komplex szam, z1 €s zo alkotjdk!
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Megolddas: A négyzet kdzéppontja %, a masik két csicsot pedig megkaphatjuk a z;-
nek a kozéppont koriili £90° fokos elforgatasaval. Mivel az origo koriili 90°-os forgatas az

1 = cos 90° + ¢sin 90° szammal valé szorzas, a két cstcs:

1tz .+Z1+52_ 1+1. n 1.
Z1 B 1 B =21 ) 2Z zZ9 B 22 y

21+ 2 N A1tz 1 1 I 1.
<z1— 12 2)(—@)-1— 12 2:zl(§—§2>+22(§+52),

. Adjuk meg a komplexr szamsiknak az y = x — 1 egyenesre vald tikrozését komplex
mdiveletekkel!

Megoldds: FEl6szor eltoljuk és az origo koriil elforgatjuk a sikot tgy, hogy az egyenes az
x tengelyre essen, aztan konjugaljuk az eltranszformalt z-t, és utana visszaforgatjuk és
visszatoljuk az eredményt:

2
2 (24 14) (% - \%z) (% + \%z) —i=(2—4) (% + \%z) = (F—d)i—i=Fit1l—i
. Osszuk el maradékosan az x* — 2z 4+ 5 polinomot
a) ¥ — x + 2-vel,
b) x+ 1-gyel,
c) (x+1)%-nel!
d) (z? —1)-gyel!
Megoldds:  a)

(z* —2x45) 1 (22 —2+2) =22+ -1
—(ac4 —x3 +22?)

3 —22%—2x +5
—(z3  —2%+272)

—x2—4x +5
—(—2% +z —2)

—ox +7
Tehat 2t — 22 +5 = (2?2 — 2+ 2) (22 + 2 — 1) + (=bz + 7).
b) Horner-modszerrel:
| 1] o) of 2] 5]
-1 1) 1] 1] =3[ 8
Tehat 2t — 22 +5 = (z +1)(23 — 22 + 2 — 3) + 8.

¢) A b) részben kiszamolt hanyadost még egyszer eloszthatjuk (z + 1)-gyel a Horner-
modszer segitségével: x3 —2? +x —3 = (x+1)(22 — 22+ 3) — 6, és ezt behelyettesitve
a negyedfoki polinom felirasaba:
2t —22+5 = (x+1)((x+1) (2% —22+3)—6)+8 = (x+1)?(22 —22+3) — (z+1)6+8 =
(x +1)%(2? — 22 + 3) + (=62 + 2).

d) Mivel 22 — 1 = (z + 1)(z — 1), itt is alkalmazhatjuk a Horner-mddszert tgy, hogy a
b) részben kapott hanyadost (x — 1)-gyel osztjuk maradékosan: x® — 22 + 2z — 3 =
(z—D@*+1)-2=2*-22+5=(x+1)((x—1)(a®>+1) —2) +8 =
(#? =)@+ 1) + (2 + 1)(=2) +8 = (2* = 1)(2® + 1) + (-22 + 6)
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. Horner-mddszer alkalmazdsdval irjuk fel az 3 +2x%+1 polinomot (x —3) hatvdnyai szerint
rendezve!

Megoldds: Addig osztjuk maradékosan (x — 3)-mal az el6z6 osztds maradékat, amig a
hanyados konstans nem lesz. Ekkor ez a konstans hanyados és a maradékok forditott
sorrendben éppen az (x — 3) hatvanyainak az egyiitthatoit adjak.

1 2 0 1
3 1 5| 15| 46
3 1 8| 39
3 1] 11

Tehat 23 + 222 + 1 = (z — 3)3 + 11(z — 3)? + 39(x — 3) + 46.



