Bevezetés az algebraba 1 6. feladatsor 2020. oktober 12.

Gyakorlo feladatok

. Hatdrozzuk meg x3 — 222 + x — 1 és 22 4 2 legnagyobb kézés osztojdt, és dllitsuk eld a
legnagyobb kézos osztot ezen polinomok polinomegyiitthatos linedris kombindciojaként a
kibovitett euklideszi algoritmus segitségével!

Megoldds: Az 23 222 +x—1 = (22 +2)(z—2)+(—2+3) és 2> +2 = (—z+3)(—x—3) +11
maradékos osztasokat kovetve:

23 —222 4+ -1 % +2
23 -2+ -1 1 0
z? +2 0 1
—x+3 1 —x+2
11 x+3 2 —x 47

Tehat 11 = (23 — 222 + 2 — 1)(x + 3) + (2?2 + 2) (=22 — 2 + 7), vagy
1=(2® -2 +2-1)F(x+3)+ (@? +2)5(—2? —z + 7).

. Hatdrozzuk meg az aldbbi polinomok gyokeit, és bontsuk fel a polinomokat irreducibilis
tényezdk szorzatdra Clz]-ben, R[x]-ben és Zs[x]-ben!

a) 223 — T2? + 2

b) x® — 22° — 2t + 423 — 522 + 62 — 3

c) 2°+1

Megoldds: a) A racionalis gyokteszt szerint az f(z) = 223 — 72242 polinomnak racionalis

gyoke csak +1, +2 vagy j:% lehet. Behelyettesitéssel konnyen latjuk, hogy ezek koziil
csak az utolso, —% lesz valoban gyok. Horner-modszerrel leosztva azt kapjuk, hogy
f(x) = (x4 1)(22? — 8z + 4) = (2z + 1)(2? — 4 + 2). A masodfoki tényezd gyokei
2 + /2, tehat R[z]-ben és Clx]-ben is az irreducibilisekre valo felbontisa f(x) =
(22 +1)(z—2—v2)(x —2+2). A (22 +1)(2® — 42 + 2) felbontas Zs folstt is valodi
felbontast ad, és a mésodfoku tényezének itt nincs gyoke (0, 1,2, 3,4 koziil egyiknek
a behelyettesitése sem ad 0-t modulo 5, vagy teljes négyzetté vald kiegészitéssel is
lathatjuk, hogy 22 —4x+2 = (2z—2)%—2-nek nem lehet gyoke, mert 2 nem négyzetszam
modulo 5). Tehat x? — 4z + 2 irreducibilis Zs[z]-ben, és igy ott a (22 + 1)(z? — 4z +2)
az irreducibilisekre bontas.

A racionélis gyokteszt szerint az f(x) = 2% — 225 — 24 4+ 42% — 522 4 62 — 3 polinomnak
racionélis gyoke csak +1 vagy +3 lehet. Konnyen lathato, hogy 1 valéban gyok.
Emeljiik ki (z — 1)-et Horner-modszerrel! A hanyadosnak is gyoke az 1, ezért tovabb
osztjuk.
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fa) = (z-1)*(a*~22°=3) = (2-1)*(2?=3)(2°+1) = (z—1)*(2—V/3)(z+V/3)(a?+1)
az R f6lotti felbontas, mert 22 + 1 irreducibilis (méasodfok, és nincs valos gyoke).
C £616tt tovabb bonthats: f(z) = (z — 1)2(z — v3)(z + v3)(z — i)(z + 1).
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A Zs folotti felbontast a Z folotti felbontas tovabb bontaséval kaphatjuk meg (22 — 3)-
nak nincs gyoke Zs-ben, (z? + 1) = (22 — 4)-nek van:
fl@) = (z = 1)*(2* = 3)(z — 2)(z +2).

c) #° = —1 = cos + isinm & x = cos (% —l—k%ﬂ) + isin (% —I—k%ﬁ) (k =0,1,2,3,4).
A komplex gyOktényezss felbontasbol megkapjuk a valosat a konjugalt tényezdék

parositasaval:
2®+1=(z— (cos I +isinZ))(z— (cos 3 +isin3T))(x — (cosT + isinm))-

(z — (cos = 4+ isin IT))(z — (cos I + isin ) =
(z+1) (2% =2 (cos T) z + 1) (x2—2(cos3§3x+1).
Lathato, hogy Zs folott gyoke a polinomnak a —1, és ismételt Horner-modszerrel az

(x + 1)-et még négyszer ki tudjuk emelni: z° + 1 = (z + 1)° Zs[x]-ben.

3. Adjuk meg Zo és Zs folott az irreducibilis mdsodfoki polinomokat!

Megoldds: 7o t616tt 6sszesen négy méasodfokt polinom van. Ha irreducibilis, akkor a kons-
tans tag nem lehet 0, hogy a 0 ne legyen gyok, és az egyiitthatok Osszege sem 0, hogy az
1 ne legyen gySk. Az egyetlen lehetéség az x2 + x + 1, és ez valéban irreducibilis, mert
méasodfok, és nincs gyoke.

Zs f0lott elég az 1 fGegyiitthatos irreducibiliseket megkeresni, a tobbi irreducibilis ezeknek
a —1-szerese. A konstans tag itt sem lehet 0, tehat hatféle lehetGségiink van az egyiitthatok
megvalasztasara. Ha a konstans tag 1, akkor a k6zépsé sem 1, sem —1 nem lehet, mert
akkor 1, illetve —1 gydke lenne a polinomnak. Az 22 + 1 polinom viszont valéoban irre-
ducibilis. Ha a konstans tag —1, akkor a kozéps6 nem lehet 0, de 22 + 2 — 1 és 22 —x — 1
mindegyike irreducibilis. Igy az 1 f6egyiitthatés masodfoku irreducibilis polinomok Z3[z]-
benz?2+1, 2>+ —1és 22—z — 1.

4. Adjuk meg azt a legalacsonyabb foki 1 féegyiitthatds
a) komplex egyiitthatds
b) walds egyiitthatds
polinomot, amelynek i kétszeres, 1 hdromszoros gyoke!

Megoldds: a) (z —1i)*(z —1)3
b) Ha i kétszeres gyoke egy valds polinomnak, akkor —i is az, tehat a polinom legalabb
hetedfok, és az (z —4)%(x +i)?(z — 1)® = (22 + 1)?(z — 1)? valéban ilyen polinom.

5. Hatdrozzuk meg az (x —2)?(x +1)°(z — 3)(z — 4)? és az (v — 2)(z +1)%(z — 3)3 polinomok
legnagyobb kiozos osztdjdt!

Megoldds: (z —2)(z +14)*(z — 3).

6. Mutassuk meg, hogy pdratlan foki valos egyiitthatds polinomnak van valds gydke!

Megoldas: Mivel egy paratlan foku, pozitiv {egyilitthatés polinom mint valés fliggvény
—oo-ben —oo-hez tart, +oo-ben pedig +oo-hez, a fiiggvény negativ és pozitiv értéket is
felvesz, és igy a Bolzano-tétel miatt a 0-t is felveszi.

Az algebra alaptételébdl is kovetkezik az allitas, mert a nem valos gyokok és a konjugaltjuk
ugyanolyan multiplicitdsti gyokei a polinomnak, és multiplicitassal egyiitt paratlan sok
gyoke van, tehat kell lennie valés gyoknek is.
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. Hatdarozzuk meg az a egyiitthatot ugy, hogy —1 legaldabb kétszeres gydke legyen az

z° —ax® —ar +1

polinomnak!

Megoldds: f(x) = 2° —ax?® — ax+ 1-nek gydke a —1: f(—1) = —1—a+a+1 = 0. Emeljiik
ki (x + 1)-et!

|1 o o] -a| -a|l 1]
—1| 1| —1| 1|—1—a| 1| 0|

f(x) = (x +1)(2* — 23 + 22 — (1 + a)z + 1). Akkor lesz hanyadosnak is gycke a —1, ha
1+414+1+1+a+1=0, azaz a = —5.

Vagy a kiemelés helyett hasznalhatjuk azt a tételt, hogy ¢ pontosan akkor tobbszoros
gyoke f-nek, ha f(c) = f'(¢) = 0. Mivel f(—1) = 0 teljesiil, csak azt kell biztositani, hogy
f'(=1) = 0 legyen: f'(x) = 52% — 2azx — a, tehat f'(—1) = 5+ 2a — a = 5 + a pontosan
akkor 0, ha a = —5.

. Adjuk meg az aldabbi polinomok komplex gyoktényezds alakjdat!

a) 23 —1

b) 2™+ 1

c) 2t +22 41

Megoldds: a) z3 —1=(z —1) (:1: - (—% + \/7§Z>> <:1: — <—% - @z))
x2n —1

b) 2" +1 = — T tehat =™ + 1 gyokei azok a 2n-edik egységgyokok, amelyek nem
x J—

n-edik egységgyokok. Ha e primitiv 2n-edik egységgyok, akkor € paros hatvanyai n-
edik egységgyokok is, és ez mar n gyoktényezst kivesz 22" — 1-bol, tehat a maradék
n-edfoki polinom csak az e paratlanadik hatvanyaihoz tartozé gyoktényezdk szorzata

n—1
lehet: 2™ +1 = [] (x — &2k+1).
k=0
4,2 z® —1 2 4 5
c) a7 +1=— 1= (—¢)(w—e")(r—¢c")(x—¢”), ahol € = cos § +isin § primitiv
1’ —

6-odik egységgyok.

. Mutassuk meg, hogy eqy raciondlis egyiitthatos, Q folott irreducibilis polinomnak nem lehet
C-ben tébbszords gyoke!

Megoldds: Legyen f(x) € Qlz], ahol deg f > 1. Ha f-nek van t6bbszoros gyoke C-ben,
akkor d(z) = (f(x), f'(z)) € Q[z] nem konstans (az euklideszi algoritmus miatt (f, f’)
ugyanaz C[z]-ben és Q[z]-ben, és C|z]-ben a legnagyobb koz6s osztonak van gydke). De
akkor d(z) | f(z), tehat f(x) felbonthatatlansaga miatt d(z) = cf(x) valamely 0 # ¢ € Q
konstansra. Viszont degd(z) < deg f'(z) = deg f(x) — 1, ami ellentmondas.



