Bevezetés az algebraba 1 8. feladatsor 2020. oktober 26.

Gyakorlo feladatok

. Legkevesebb hdny tagja van az f(x,y,2) = xydz — 222%y> + ... szimmetrikus polinomnak?
Irjuk fel ezt a minimdlis tagszami polinomot gy, hogy a tagjai lexikografikusan legyenek
rendezve! Allitsuk el elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként is!

Megoldds: Az zy3z tagbhol Osszesen haromfélét lehet kapni a valtozok permutacidival
(haromféleképpen vélaszthatjuk ki, hogy melyik legyen harmadik hatvanyon, és a masik
kettd elson lesz), a méasikbol viszont hatot (haromféle lehet a kobos valtozo, és emellé
kétféle lehet a négyzetes). Tehat minimum kilenc tagja van.

F(,9,2) = (282 + 43wz + Pay) — 2y + 5522 +9Pa? 1 P2 + 5+ 25)
Lexikografikusan rendezve:
fz,y, 2) = =223y + 23yz — 22327 — 222y — 220223 + a2 + ay2® — 2322 — 2%

Az atalakitashoz érdemes a homogén részeket kiilonvalasztani, és azt kezdeni el6bb ata-
lakitani, amelyiknek lexikografikusan nagyobb a f&tagja, mert abban az atalakitas soran
megjelenhet a kisebb f6tagi, ha ugyanolyan a foka.

23y 4 2322 4+ P22 4 P22 4 2802 4 8y? =
(xy+xz+yz)(xy+rz+yz)(x+y+2)—2(23yz +ydez + 232y) — 5(2?y?2 + 2222y + y22%7)
Tehat

F(,,2) = —263er + 5(5%z + yPwz + 2Say) + 10(22y2% + 2222y + y?227) =

—2e3e1 + 5(zyz(x +y + 2)? — 2(22y?2z + 2222y + y?2%x)) + 10(2%y?2 + 2222y + y22°7) =
—2e3e1 + beges.

. Az alabbi mdtrizok kézil melyek vannak lépcsds, illetve redukdlt lépcsds alakban? A re-
dukdlt lépcsdseknél irjuk fel a mdtrizhoz tartozo linedris egyenletrendszer megolddsdt vek-
toros alakban!

2 0 1 1 | 3 1 00 | 2 100 110
a) |01 0 1 | 1 b) [0 1 0 | 1 ¢c) |01 1 2 ] 0
00 0 0 | 2 0 0 1 | —1] 1 000 | O
[1 0 0 2 | 1] (1 0 2 | 1]
d [0 0 1 3 | 2 e) |00 1 | -1
0000 ] O] 00 0 | O]

Megoldds:  a) Lépcs6s, de nem redukalt lépcsds, mert az els6 sor vezéreleme nem 1.
b) Redukalt 1épcsss alak. A megoldasa

2
r1 =2, xo=1, x3=—1, vagy vektorosan x = 1
—1

c) Nem lépcsss: a harmadik sor vezéreleme nincs jobbra a mésodikénal.

d) Redukalt lépcsss alak. Kotott valtozoi xq,x3, szabad valtozoi xo,x4. A szabad
valtozoknak tetszGleges értékeket adhatunk: zo = s, 24 = t (s,t € R), és ebbdl a
megoldés: ©1 =1—2t, xo = s, v3 =2 — 3t, x4 = t, vagy vektorosan

1—2¢ 1 0 —2

s 0 1 0
x=\lo_a|= 12|50 +1 _3 (s,t € R).

t 0 0 1

e) Lépcsss alak, de nem redukalt, mert a mésodik sor vezéregyese f6l6tt van nem nulla
elem.
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3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

a) T+ y+ z=4 b) Tx + 1dy — 212 =7
-+ y— z=2 x4+ 2y— 3z=1
20+ y+2z2=1 or + 10y + 152 =5
dor + 4y + 4z =1 3r + 6y — 9z =3

Ki tudunk-e vdlasztani az eredeti eqyenletek kéziil kevesebbet, melyek ugyanezt a megolddst
adjak? Melyeket?

Megoldds:  a)

11 1 | 4 1 11 ] 4
-1 1 -1 | 2f o 20| 6
21 2 | 1 0 -1 0 | =7
44 4|1 0 0 0 | —15

Bar ez még nem lépcsGs alak, ebbdl is latszik, hogy a negyedik sor ellentmondasos,
tehat az egyenletrendszernek nincs megoldéasa.

b
) r7 14 =21 | 7 12 =3 ] 1 12 =3 ] 1
1 2 =3 |1 o 12 =3 ] 1 s 00 0| O L
5 10 5 | 5 12 3 ] 1 00 6 |0
13 6 -9 | 3 1 2 =3 | 1 00 0| O
1 2 -3 | 1 1 2 0 | 17
00 6 |0 s 0010
00 0|0 000 | O
(OO 0 | O 0 0 0 | Ol
Itt y szabad valtozo, és a megoldas:
r=1-2¢ T 1 —2
y=-t , azaz |y | =|0|+t| 1| (teR).
z=10 z 0 0

Az els§ egyenletrendszernél mar az els§ és a negyedik sor is ellentmond egymasnak, a
méasodikban a masodik és a harmadik egyenletbdl is ugyanezt a megoldést kapjuk (az elss
és a negyedik egyenlet a masodiknak 7-, illetve 3-szorosa).

4. Van-e olyan linedris egyenletrendszer, amelynek:
a) 5 egyenlete, 6 ismeretlenje van és egyértelmi a megolddsa;
b) 6 egyenlete, 5 ismeretlenje van, és egyértelmd a megolddsa;
c) 5 egyenlete, 6 ismeretlenje van és nincs megolddsa;
d) 5 egyenlete, 5 ismeretlenje van és pontosan 5 megolddsa van (van-e ilyen valds, illetve
véges test folotti egyenletrendszer)?

Megoldds: a) Nincs, ha van megoldas, akkor van szabad valtozo is, ugyanis az 6t sorban
legfeljebb 6t vezérelem lehet, nem jut minden oszlopba.

b) Igen, pl. lehet x; =0 (i =1,2,3,4,5), és 1 + x5 = 0.

c) Igen, akar az egyik egyenlet O6nmagaban is lehet ellentmondésos (csupa nulla
egyiitthato, és nem nulla konstans).

d) Valos egyenletrendszer nem lehet ilyen, mert ha egynél tobb megoldésa van, akkor van
szabad valtozoja, és az végtelen sok értéket vehet fol. Viszont Zs f6lott lehet ilyen
egyenletrendszer, példaul x1 =0, 22 =0, 3 =0, z9 +x3 = 0, x4 — x5 = 0 megoldasai
(0,0,0,t,t), ahol t € Zj5 tetszsleges.

5. Aza ésb paraméterek értékétol fiiggden hdny megolddsa van a kévetkezd mdtrizhoz tartozo
valds egyenletrendszernek? Oldjuk meg a feladatot Zo és Zs3 folott is!

11 o0 | 1
1 2 —a | b
1 3 a | O
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Megoldds:
11 0 | 1 1 1 0 | 1 1 1 0 | 1
1 2 —-a | bl =01 —a | b=1|—= |0 1 —a | b-1
1 3 a | O 0 2 a | —1 0 0 3a | 1—2b

Ez 1épcs6s alak, és ha a # 0, akkor nincs ellentmondasos sor, és minden oszlopban van
vezérelem, tehat 1 megoldas van;

haa=0¢é1—-2b=0, azaz haa=0¢és b= %, akkor nincs ellentmondéasos sor, de van
szabad valtozo, ezért végtelen sok megoldas van,

végiill ha a =0 és b # %, akkor nincs megoldés.

A sorredukci6 ugyanez Zo és Zs f6lott is, mert nem osztottunk sem 2-vel, sem 3-mal.

Zo t616tt a 1épcsts alak harmadik konstansa nem nulla, igy 1 megoldas van akkor, ha a # 0,
és nincs megoldas, ha a = 0.

Zs folott 3a = 0, tehat ha 2b # 1, azaz ha b # —1, akkor nincs megoldas, ha viszont
b = —1, akkor van megoldas és egy szabad valtoz6 van, ami Zs tetszdleges elemét veheti
fol értékként (0, 1, 2-t), igy ekkor harom megoldas van.

. Hatdrozzuk meg az x + 3y + z = 2 és x + 2y + 2z = 5 egyenletid sikok metszetét! Ha
a metszet egyenes, adjuk meg az egyenes explicit (paraméteres) egyenletét vektorosan és
koordindtanként is!

Megoldds:
13 1 | 2 o 1 31 | 2 o 1 0 4 | 11
1 2 2 | 5 0 -1 1 | 3 01 -1 | -3

A megoldas az x =11 —4t, y=—-3+1t, z=1 (t € R) egyenes, vagy vektorosan

x 11 —4
y|l=1|-3|+1 1
z 0 1

(Az utobbibol leolvashato, hogy az egyenes atmegy a (11, —3,0) ponton, és parhuzamos a
(—4,1,1) vektorral.)

. Adjuk meg a 2x — y + z = 1 sik explicit egyenletét, illetve egyenletrendszerét: oldjuk meg
az egyenletet, mint eqy eqy egyenletbdl dllo egyenletrendszert, és irjuk fel a megolddst vek-
torosan és koordindtanként is!

Megoldds:
2 -1 1 | 1]—[1 -

IAE

redukalt lépcsés alak. Két szabad valtozé van, legyen y = s és z = t tetsz6leges, ekkor
T = % + %s — %t. Tehat a sik explicit egyenletrendszere, illetve explicit vektoros egyenlete:

N
N

1
2

1 1 1 1 1 1
r=35+t3zs— 3t z 2 2 -3
Yy=3: , y| =10{+s] 1|+t 0
z=t z 0 0 1

(Természetesen ez csak egy a sik lehetséges explicit egyenletei koziil, a sik barmely pontjat
és barmely két a sikkal parhuzamos egymastol fiiggetlen vektort valaszthatnank a vektoros
egyenletben szereplé harom vektornak, és igy az egyenletrendszer is méas lenne.)



