Bevezetés az algebraba 1 9. feladatsor 2020. november 2.

Gyakorlo feladatok

. Legyen a = (1,0,—1,2), b = (1,1,0,1), ¢ = (0,2,1,0) € R*. Ldssuk be, hogy a,b,c
linedrisan figgetlenek. A v = (1,0,0,0) és w = (1,1,1,1) vektorok kézil azt, amelyiket
lehet, dllitsuk eld az a, b, c linedris kombindciojaként!

Megoldds: A vektorok fiiggetlenek, ha az xa + yb + zc = 0 egyenletnek csak egyetlen
(az x = y = z = 0) megoldasa van, azaz ha a vektorokbol mint oszlopokbol 4ll6 méatrix
lépcsGs alakjaban minden oszlopban van vezérelem. Mivel a v és w vektorok elGallitasénéal
is ugyanazt a matrixot redukaljuk, egy redukciéval megoldhatjuk mindharom feladatot.

-1 1.0 | 11 1 10 ] 1 1 10 -2 10
01 2] o0 tf o 12] 0 1| o1 2| 01|
-1 0 1 | 0 1 0o 1 1] 1 2 00 -1 | 11
L 2 10| 01 0 -1 0 | -2 -1 00 2| -2 0
10 0 | -1 -2

010 1] 2 3

00 1 | -1 -1

0 00| 0 2

Ebbdl lathato, hogy a, b, c fiiggetlenek, és a v, illetve w elgallitdsahoz tartozé konstans
oszlopokkal a redukcié utan a kovetkezs kibévitett matrixokat kapnénk.

1 00 | -1 10 0 | -2
0 1 0 | 2 b 0 1 0 | 3
00 1 | -1 001 | -1
0 0 0 | 0 0 0 0 | 2
Tehat v = —a 4 2b — ¢, viszont w nem Aallithato el6 a, b, ¢ linearis kombinéciojaként.

. Oldjuk meg az aldbbi két egyenletrendszert! Mit jelent a megolddsuk a sormodellben és az
oszlopmodellben?

2 — y 4+ z = 1 2 — y 4+ =z =1
r 4+ y + 2z 2 r + y 4+ 2z = 2
xr — 2y — =z = -1 xr — 2y — 2z = 0

Megoldas: Mivel a két egyenletrendszer egyiitthatomatrixa megegyezik, érdemes szimultan
egyenletrendszerként megoldani.

2 -1 1 | 1 1 1 1 2 | 2 2
1 1 2 | 2 2| = |2 -1 1 | 1 1| —
1 -2 -1 | =1 0 1 -2 -1 | -1 0
1 1 2 | 2 2 1 01 ] 11
0 3 -3 ] -3 3| =011 |11
0 -3 -3 | -3 =2 000 | 01
Ebbdl leolvashatod, hogy a masodik egyenletrendszernek nincs megoldésa, az elsének a

megoldasa pedig

1—-1t 1 —1
t 0 1

Tehat a sormodell azt mondja, hogy az els6 harom sik metszete egy egyenes, a mésodik
haromé pedig iires (bar semelyik két sik nem parhuzamos). Az oszlopmodell pedig azt,
hogy (1,2, —1) benne van az oszloptérben, azaz a (2,1,1), (—1,1,-2). (1,2, —1) vekorok
altal kifeszitett altérben, de (1,2,0) nincs benne.
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Vialasszunk ki az A mdtrix oszlopai kozil eqgy maximdlis fliggetlen vektorhalmazt, és irjuk
fel a tébbi vektort ezek linedris kombindcidjaként! Adjuk meg A sorterének és nullterének
s eqy-eqy bdzisdt!

1 0 1 0 2
2 -1 0 1 3
A= 0 1 2 1 3
1 -1 -1 1 1
Megoldds:

1 0 1 0 2 1 0 1 0 2 1 0 1 0 2
2 -1 013|_>0—1—21—1'_>012—11|_>
0 1 2 1 3 0 1 2 1 3 0O 00 2 2
L1 -1 -1 1 1 0o -1 -2 1 -1 0 00 00
1 0 1 0 2
01 2 0 2
0 0 0 1 1
L0 0 0 0 O

A vezérelemek az 1., 2. és 4. oszlopban vannak, igy az A béazisoszlopai (1,2,0,1),
(0,—1,1,-1) és (0,1,1,1), és ezek bazisat alkotjak az oszloptérnek. A redukalt lépcsds
alak megfelels oszlopaibél leolvashato a tobbi oszlop elgallitasa is:

(1,0,2,-1)=1-(1,2,0,1)+2-(0,—1,1,—1)
(2,3,3, 1)=2-(1,2,0,1)+2-(0,—1,1,—1)+1-(0,1,1,1)

A sortérnek egy bazisat adjak a lépcsds alak nemnulla sorai:
{(1,0,1,0,2),(0,1,2,0,2),(0,0,0,1,1) }.

A nulltér bazisat az Ax = 0 homogén egyenletrendszer megoldaséabol olvashatjuk ki:

rG, =-—-s—2t -1 -2
To = —25—2t —2 -2
T3 =5 = X=35 1] +¢ 0],
Tq = —1 0 -1
Iy =1 0 1

vagyis {(—1,-2,1,0,0),(—2,—2,0,—1,1) } bazisa a nulltérnek.

. Az R? aldbbi részhalmazai kozil melyik altér, illetve affin altér? Amelyik altér, annak adjuk

meg eqy bdzisdt, amelyik nem altér, de affin altér, azt adjuk meg u+V alakban, ahol V
altér!

a) {(veR||v|=1} b)) {(z,y,2) |z +2y+2=0} ¢) {(z,y,2) |z +2y+2=1}
Megoldds: a) Nem altér (pl. mert a 0 nincs benne), de nem is affin altér. Ugyanis, ha az
U = {v € R*||v| = 1} halmaz affin altér, akkor az u = (1,0,0) € U elemre V = U—u
altér volna. De (0,0,1) — (1,0,0) = (—-1,0,1) € V-re 2(—1,0,1) = (-2,0,2) ¢ V,
ugyanis (—2,0,2) +u = (-1,0,2) ¢ U, mert |(—1,0,2)| = /5.

b) Altér, mert egy homogén linearis egyenlet megoldastere. A megoldasokat vek-
torosan felirva: (z,y,z) = s(—2,1,0) 4+ t(—1,0,1) megkapjuk az altér bazisat:
{(-2,1,0),(-=1,0,1) }.

c) Nem altér, mert nem tartalmazza a 0-t, viszont affin altér mert egy linearis egyenlet
megoldashalmaza. Ha V' a b) részben definialt altér (a megfelel6 homogén egyenlet

megoldastere), akkor ez annak egy az inhomogén egyenlet megoldéaséaval valo eltoltja:
(1,0,0) + V.
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. Bizonyitsuk be, hogy két altér metszete mindig altér, de két altér unidja csak akkor altér,
ha az eqyik altér tartalmazza a masikat!

Megoldas: Legyen W1, Wy < V. Ekkor 0 € Wy NWs, éshau,ve WiNWy = u,veW,
i=12)=u+v, ucW (i=1,2AcK)=u+t+v, \uc WynW, (A € K). Igy
WinWwy, <V.

Viszont ha Wi & Wy és Wy € Wi, akkor legyen wy € Wi \ Wy és wo € Wo \ W7,
Igy wi,wo € Wy UWs, de wy + wo & Wi, mert ha w; +wy = w) € Wi lenne, akkor
wo = W] —w; € W ellentmondas, és ugyanigy wi +wo ¢ Wo, tehat wy +wo ¢ W1 UWs.
Ez azt mutatja, hogy W1 U W5 nem altér, ha Wy és W5 egyike sem tartalmazza a maésikat.
Ha viszont az egyik tartalmazza a masikat, akkor az uni6 a kett6 koziil a nagyobbik altér,
tehat altere V-nek.

. Mi lehet a redukdlt lépcsds alakja az A = [a; agag] € R**3 mdtriznak, ha az = a; — 2as,
de a; ¢ span(ag)?

Megoldds: a; akkor béazisoszlop, ha nincs benne a téle balra levs oszlopok altal kifeszitett
altérben. a; nem lehet nulla az a; ¢ span(ag) feltétel miatt, ezért sziikségképpen
bézisoszlop.

Ha ay € span(a;), akkor ag = a; — 2a; miatt ag € span(a;), azaz ag skalarszorosa a;-
nek. Viszont a; ¢ span(as) miatt ez a skalar csak 0O lehet, vagyis ag = 0, és igy as és
a3 egyike sem bézisoszlop. A bézisoszlopokbol valo elGéllitas egyiitthatoi megadjak a nem
bézisoszlopok elemeit a redukélt 1épcsds alakban, igy a 0 = ag = a; — 2a, feltételbdl adodo
as = %al és ag = 0 Osszefliggések az alabbi L; redukalt 1épcsés alakot adjék.

Ha viszont as; ¢ span(a;), akkor as is bazisoszlop, és az a3 = a; — 2a, Osszefiiggésbeli
egylitthatok megadjak az Lo redukélt lépcsGs alak hamadik oszlopanak elemeit is.

Igy a matrix redukalt lépcsés alakja

1 50 10 1
0 0 0 1 -2
=19 0 o vagy  le=14 45
0 0 0 00 0

. Legyen B =1{(1,0,1),(0,2,—-1),(1,1,0) }.
a) Ldssuk be, hogy B bdzis R>-ben!
b) Adjuk meg a v = (1,0,0) vektor koordindtavektordt a B bazisra nézve!
c) Melyik az a w € R? wvektor, amelynek koordindtavektora a B bdzisra nézve
bt
[W]B = 117
-2
Megoldas: ~ b) Ha B a B elemeibdl mint oszlopvektorokbol alkotott matrix, akkor [v]g
meghatarozésdhoz a Bx = v egyenletrendszert kell megoldanunk.

1 01 | 1 1 0 1| 1 1 0 1| 1

0 21 |0 ~1]0 2 1] 0—1]0 -1 -11] -1|

1 —1.0 | 0 0 -1 -1 | -1 0 2 1] 0
10 1] 1 100 | -1 ~1
01 1| 1|lw—=1]010 | 1| = [vg=]-1
00 —1 | -2 001 | 2 2

a) A b) részben kiszamoltuk a B matrix (redukalt) lépcsds alakjat is, amelybdl lathato,
hogy B elemei fiiggetlenek, és a 3-dimenzios R® térben egy haromelemi fiiggetlen
vektorhalmaz sziikségképpen bazis.

c) w = 5by + 1bs —2bs = (5,0,5) + (0,2, —1) — (2,2,0) = (3,0,4).



