Bevezetés az algebraba 1 10. feladatsor 2020. november 9.

Gyakorlo feladatok

. Mennyi a rangja annak a valds n X n-es mdtriznak, amelynek az elemei sorfolytonosan
leolvasva 1,2,...,n°?

Megoldds: A matrixot 1épcs6s alakra hozhatjuk a kévetkez6 modon: vonjuk ki az elsé sort
az Osszes tobbibdl. Ekkor a 2. sortol kezdve a kapott méatrix sorai az (1,1, ...,1) vektor n-
szerese, 2n-szerese, ..., (n — 1)n-szerese, és az utobbiakbol megfelels sorosztasokkal csupa
(1,1,...,1)-et kapunk. Az els6 és a masodik sor cseréje utan az elsvel nullazva a kapott
matrix lépcsés lesz két nemnulla sorral. Tehat a megadott matrix rangja 2.

. Mennyi lehet annak az f : R®* — R® linedris leképezésnek a rangja, amelyre 0 # Im f <
Ker f 7 Adjunk példdt ilyen x — Ax madtrizleképezésre!

A dimenziététel szerint dimIm f + dimKer f = dimR® = 3, s mivel Im f # 0 és
dimIm f < dimKer f, ez csak dimIm f =1 és dim Ker f = 2 esetén valésulhat meg.
Eldonthetjiik elére, hogy legyen Im f = span(e;) és Ker f = span(e;,ez). Ehhez elég,
hogy e; € Im f és e;,ey € Ker f, ugyanis akkor a dimenzidjuk legalabb 1, illetve 2,
és a dimenziotétel szerint ekkor ennél tobb nem is lehet, tehat pontosan span(e;)-et és
span(ey, e2)-t kapjuk meg.

Az, hogy e; és ey a magban van, azt jelenti, hogy e; — 0 és e; — 0. Emellett e3 képét
még szabadon elGirhatjuk. Legyen es — e;, amivel biztositjuk, hogy e; a képben legyen.
Tehat a feltételeknek megfelel az a transzforméacié, amelynek standard matrixa

0 0 1
0 0 0
0 0 O
. Tekintsik a kovetkezd mdtrizokat:
10 1 3 1
A:{—l 2} B=[1 2 4] C=1]1 D=|-1 2
1 1 0

Szdmitsuk ki a BC, CB, 5A, A+ D, AD, DA, DT D + A mdtrizkifejezések kozil azokat,
amelyek értelmezve vannak!

Megoldas: A+ D és AD nincs értelmezve. A tobbi:

1 2 4] - 2 2 9 1
BC=[7,CB=|1 2 4|,5A= ,DA=|-3 4|,D'D+A=
1 2 4 —5 10 1 0 07

. Keressiink olyan 2 x 2-es és 3 x 3-as C valds mdtrizokat, melyekre: C? =0, de C # 0.
0 1 [0 0 1
Megoldds: , illetve |0 0 0] ilyenek.

00 0 0 0

. My torténik egy n X n-es mdtrizszal, ha balrol, illetve jobbrol az aldbbi mdtrixokkal
megszorozzuk?

3 0 ... 0 1 2 0 0 1 0
o1 ... 0 0 1 0 1 0 0
A= oo . : B=|. . . : C= Do :
o 0 ... 1 0O 0 ... 1 0O 0 ... 1

Megoldds: A-val balrol: az els6 sor szorzodik 3-mal,

A-val jobbroél: az elsé oszlop szorzédik 3-mal,

B-vel balrél: a mésodik sor kétszerese hozzaadodik az elsé sorhoz,

B-vel jobbrol: az els6 oszlop kétszerese hozzaadodik a masodik oszlophoz,
C-vel balrél: az els6 és a masodik sor helyet cserél,

C-vel jobbrol: az els6 és a masodik oszlop helyet cserél.
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. Igazak-e minden n x n-es A, B madtrizra az aldbbi eqyenldségek?
a) (A+ B)(A— B) = A? - B? b) (A+1)(A—-1)=A?-T?
c) (A+ B)? = A2 + 2AB + B? d) (AB)T = ATBT
Megoldds: a), c): Nem igazak, csak amikor AB = BA.
b): Igaz. d) (AB)T = BT AT tehat altalaban a d) allitas sem igaz, csak amikor AB = BA.

. Irjuk fel az aldbbi A mdtriz bizisfelbontdsdt, majd ezt felhaszndlva bontsuk fel a mdtrizot
r(A) darab 1 rangd mdtriz 6sszegére!

1 0 1 1 0 1 1 0 1
A=12 -1 0| —» |0 -1 —-2| — [0 1 2
0 1 2 0 1 2 0 0 0

Ennek alapjan az A = BR bazisfelbontasban B oszlopai az A bazisoszlopai, R sorai pedig
a redukalt 1épcsds alak nemnulla sorai. Ezutan a diddokra bontas tagjait a B oszlopainak
az R ugyanannyiadik soraival val6 szorzatai adjak.

10
A=BR= |2 —1 [(1) 0 1]:

0 1 12
1 0 10 1 0 0 0
21 0 114 |=1]0 1 21=|2 0 2|+]0 -1 -2
0 1 00 0 0 1 2



7.
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Hazi feladatok
Beadési hataridg: november 16.

A feladatokra teljes, tomor és vildgos megolddst kériink részletszamitasokkal, indokldssal, az
eredmény leirdsa nem elegendd. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettdt. A hétbol
hat feladat megolddsdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni! Egyiitt gondolkozni

szabad, de mds megolddsdt lemdsolni nem!

. Legyen f:V — W linedris transzformdcio.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha Ker f = 0, akkor f a V minden fiiggetlen részhalmazdit a W
fliggetlen részhalmazdba viszi.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha Im f = W, akkor f a V minden generdtorrendszerét a W
generdtorrendszerébe viszi.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi A mdtriz rangjdat!

1 2 142
A=13 1 3—1
49 -3 —-1+4+4

. Osszesen legaldbb hany nemnulla eleme van az A, B € R**? mdtrizoknak, ha AB-ben nincs

nulla elem?

. Keressiik meg az dsszes olyan 2 x 2-es valos X mdtrixzot, amelyik felcserélhetd az

=l

mdtrizszal!  (Irjuk dt az AX = XA mdtrizegyenletet az X elemeire vonatkozd linedris
egyenletrendszerré!)

. Hatdrozzuk meg az alabbi A mdtriz bdzisfelbontdsdt, és ennek segitségével bontsuk fel az A

mdtrizot r(A) darab 1 rangi mdtrixz 6sszegére!

1 2 1 =3 4
A=1|-1 -2 0 4 =5
2 4 5 =3 5

. Hogyan wvdltozhat a mdtriz rangja, ha egyetlen eleméhez 1-et hozzaadunk? Adjunk példat

mindegyik esetre!

Teqgyiik fel, hogy az A € R™*"™ mdtriz rangja n. Mely v vektorokra igaz, hogy az A bdrmely
sordhoz hozzdadhatjuk v alkalmas skaldrszorosdt ugy, hogy a mdtrix rangja csékkenjen?



