Bevezetés az algebraba 1 11. feladatsor 2020. november 16.

Gyakorlo feladatok

. Szdmitsuk ki az aldbbi mdtrizok inverzét, ha van!

- 111 12 3 -1 1
A:L)) 4} B=|2 2 2 c=12 3 4 D=|-1 1 1
3 2 1 3 4 6 11 -1
Megoldds:
1210 12 10 1o | -2 1] _
[Am_[?) 4| 0 1} ~ [o 2 | -3 1} ~ [o R
(7] A71,

2 2

-2 1
tehéfﬁ A_l - |: 3 1 :| .
B nem invertalhato, mert nem teljes rangu (az els és a masodik sor Osszefiigg).

1 23] 100 1 2 3] 100
Cl0]=12 3 4 ] 01 0| —w]|0 -1 =2 | =2 1 0|
346 ] 001 0 -2 -3 | -3 0 1

10 -1 | -3 20 100 ] -2 0 1
01 2] 2 -1 0|~=]010 ]| 0 3 =2|=[C" =
o0 1| 1 -2 1 001 | 1 -2 1
-2 0 1
ct=]10 3 -2
1 -2 1
1 -1 1] 100 1 -1 1| 100
[D|I] ~ |-1 1 1 ] 0 1 0| ~=]0 0 2| 110
1 1 -1 ] 00 1 0 2 -2 | -1 0 1
1 -1 1 | 1 0 0 1 00| 1/2 0 1/2
o 1 -1 | -1/2 0 1/2| —»|0 1 0| 0 1/2 1/2| =[I|D'] =
o o0 1 | 1/2 1/2 0 00 1 | 1/2 1/2 0
R
D—1:§011
1 10

2. Oldjuk meg az alabbi mdtrizegyenleteket, ha lehet! A, B,C, D az eldzd feladatban szerepld
mdatrixok.
W) CX=D b)BX=C ¢ XB=M, ahol M = [é ?, i’] d) XB =AM

Megoldas: a) Kihasznalhatjuk, hogy az el6z6 feladatban kiszamoltuk C' inverzét, és abbol

-2 0 1 1 -1 1 -1 3 -3
X=0C"'D= 0 3 —2|-|-1 1 1|l=|-5 1 5
1 -2 1 1 1 -1 4 -2 -2

De anélkiil is megoldhatjuk szimultan egyenletrendszerként:
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1 23| 1 -1 1 1 2 3| 1 -1 1
2 34 ] -1 1 1| |0 -1 =2 | =3 3 —1| —~
346 | 1 1 -1 0 -2 -3 | -2 4 -4
(10 -1 | =5 5 -1 100 | -1 3 -3
01 2| 3 -3 1|~ 1]010]| -5 1 5],
00 1| 4 -2 -2 00 1 | 4 -2 -2
-1 3 -3
tehat X=| -5 1 5
4 -2 -2

b) Mivel B nem invertalhato, itt a szimultan egyenletrendszert kell megoldanunk:

111 1] 12 3 1 1 1] 1 2 3
2 22 ] 234 —=1{0 0 0| 0 —1 =2
321 | 3 4 6 0 -1 -2 | 0 -2 -3

és mar itt a mésodik sorbdl latszik, hogy nincs megoldas. (Mellesleg, ezt abbdl is
tudhatjuk, hogy r(B) = 2, igy r(BX) < 2, mig r(C) = 3, ugyanis C' invertalhato.)
c) Az eredeti helyett a transzponaltjat tudjuk szimultan egyenletrendszerként megoldani:

BTXT = M7T:
1 2 3 | 1 5 12 3 |1 5 1 2 0 | 4 -1
122|23I—>00—1|1—2>—)001|—12
121 ] 31 0 0 -2 2 —4 0 0 0 | 0 0
—1—-2s
Igy X7 els6 oszlopa , a masodik s , ahol ¢, s tetszblegesek. Tehat
2

4-92t t -1 40 -1 2 1 0 00 0
X= 1205 s 2}_[—1 0 2]”{ 0 0 0}”{—2 1 0}‘

d) Mivel A invertalhato, X B = AM akkor és csak akkor, ha A=1 X B = M, tehat a c)-beli
méatrixegyenlet megoldasait A-val balrél megszorozva megkapjuk ennek az egyenletnek

a megoldasait:
2 0 3 2 1 0 4 2 0
X‘{s 0 5]“[—6 3 O}+S{—8 1 0}'

3. Linedrisak-e a kévetkezd leképezések? Ha igen, mi a standard mdtrizuk?
a) f:R> 5 R3, f(z,y,2)=(x+1, 2, 3)
b) f:R* = R®, f(z,y)=(z+y, —y, 2z)
¢c) f:R® =R, f(v)=|v|
d) az R? 90°-0s forgatdsa a z tengely koriil
e) azx+y— 2z =0 sikra valo tikrozés
f) gof: R? — R?, ahol f azy = = egyenesre, g pedig az x tengelyre vald tikrozés

Megoldds: —a) Nem linearis, példaul mert f(0) # 0
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b)

Linearis:
f@y)+ @ y) =fla+a’, y+y) =
=(z+2+y+vy, —y—v, 2r+22") =
=(x+y, -y, 22)+ (&' +o, =y, 22') =
=f(z,y) + f(2',y), és
FMz,y)) =f(Az, Ay) = (Az 4+ Ay, —Ay, 2Xz) =
=A(z+y, —y, 2z) = Af(z,y).

Az e; és ey baziselemek képei lesznek a standard matrix oszlopai: f(1,0) = (1,0, 2)

és f<071) = (17_170) =

1 1
Az f standard matrixa A= |0 -1
2 0

Vagy kozvetleniil a fiiggvény megadasabdl is leolvashatjuk a standard matrixot:

. T +y 1 1
A [ } =\ —vy teljesiilaz A= [0 -1 maéatrixra.
4 2 2 0

Es ez egyuttal a linearitéast is bizonyitja (a korabbi szamolas helyett), mivel egy x
Ax matrixleképezés sziikségképpen linearis.

Nem linearis, mert példaul f(e1) =1, de f(—e1) =1 # —f(e1).

Lineéaris e)-vel és f)-fel egytiitt, mert mindegyik az origot helyben hagyo egybevagosag.
Az eq, e, e3 bazisvektorok képe rendre e;, —e; és es, ezért a standard méatrix

0 -1 0
1 0 0
0 0 1

Itt a standard bazisvektorok képének kiszamoléasa helyett, vagy egy altalanos (x, vy, z)
pont képének meghatarozéasa helyett, egyszertibb egy olyan bazis elemeinek a képét
megadni, amelyre a baziselemek vagy a sikbol valok (mert azok 6nmagukba mennek),
vagy mer6legesek ra. Legyen by = (1,1,1), by = (2,0,1), bg = (1,1,2). Ekkor az A
standard matrixra

-1

1 2 1 1 2 -1 1 2 -1 1 2 1
All O 1{=(1 0 -1 = A=(1 0 —-1]-]1 O 1 =
1 1 -2 1 1 2 1 1 2 1 1 -2
1 2 -1 1 -1 5 2 1 2 -1 2
=11 0 -—-1/{- G 3 -3 0 = 3 -1 2 2
1 1 2 1 1 -2 2 2 -1
Ko6nnyen lathato, hogy eq i) es EX —eq, és ey i) e EX e, igy a transzformaci6 standard
e _ 0 1
matrixa A = 1 ol

De megkaphatjuk ezt a két transzformacio standard matrixanak kompozicidjaként is:
A_[1 0}{0 1}_{ 0 1}

0 -1 1 0 -1 0}
Vagy felhasznéalhatjuk azt a geometriai tényt, hogy a sik két egymast metszd tengelyt

tiikrozésének kompozicidja a metszéspontjuk koriili kétszeres szogi forgatés, és
felirhatjuk a g o f matrixat a —90° szogi forgatas matrixaként is.
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. Tekintsiik a B = {(1,0,1),(2,1,3),(1,2,4) } bdzist R®-ben. Mi o Tep és a T g dttérési
mdtriz? Adjuk meg a v = (1,1,2) vektor koordindtavektordt a B bdzisra nézve!

Megoldas:
1 2 1
Te,p=10 1 2
1 3 4

. —1

1 21 | 10 0 1 2 1] 100
01 2] 010|=1]0121] 010
1 3 4| 001 013 | -1 01
(1 0 -3 | 1 -2 0 1 00| -2 -5 3
01 2] 0 10|~ 1]0O10] 2 3 =2| =
00 1 | -1 -1 1 001 ] -1 -1 1
-2 -5 3 -2 =5 3] [1 1
Tlg(_g == 2 3 -2 és [V]B = Tlg(_g [V]g = 2 3 -2 1 = 1
-1 -1 1 -1 -1 1] |2 0

5. Ha az f : R® — R linedris transzformdcio mdtriza a B = { by, by, by } bdzisban

1
A= |4
7

oo Ot N
O O W

akkor mi a mdtriza a C = {bs, ba, by }, illetve a D = { by,2bs, bs } bdzisban?
Megoldds:

9
c; = bg — 3b; + 6bs +9b3 = 3c3 + 6¢cs +9¢; = [f(C1)]c = |6
3

"9 ]
co = by — 2by + 5by + 8b3 = 2c3 + 5¢9 + 8¢y = [f(CQ)]C =15
2

F7]

c3 =by = 1b; +4by + 7bs = lcz +4ca +7c1 = [f(c3)lc = | 4
1

= [fle=

w o ©
DN Ot 0o
— o =g

d; = by — 1b; +4bsy + 7b3 =1d; + 2dy + 7d3 = [f(dl)]p =

1
2
7
4
ds = 2by — 4b; + 10by + 16b3 =4d; + 5ds + 16d3 = [f(dg)]p = 5
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3
ds = b3 — 3b; +6by +9bs = 3d; +3dy +9ds = [f(d3)]p = |3
9

1 4 3

= [flp=1]2 5 3

7 16 9

6. Irjuk fel az aldbbi linedris transzformdciok mdtrizdt a megadott bdzisokban!
a) Az y = x egyenesre vald tikrozés az R? standard £, tovdbbd a B = {(1,1),(-1,1)},

illetve C = {(1,1),(—=2,0) } bdzisdban;

b) az x — Ax, ahol A = ; _;) ,aB={(1,2),(1,1) } bazisban;

c) az S : x—2y+z = 0 sikra valé merdleges vetités eqy tetszdleges olyan bazisban, amely-
nek elemei mind pdrhuzamosak az S sikkal vagy merdlegesek rd, illetve a standard

bazisban.

Megoldds:  a) Mivel e — eg és es — e, a standard méatrix A = {? (1)} .

P:T&_B:{} _1}, TB<—8:P_1:%{_1 1} =

_ 11 1]fo 171 -1 L0
[fls =P 1AP:§{—1 1} {1 0} {1 1}:{0 —1}
ote=[l ) meeme-i[2 ] -

- 1[0 2][o 1][1 -2 1 =2
ne-aaa= 302 [0 )[4 2] [6

b)

PZT&_B:l; H; TBFSZP_IZ{_; —” =

vao-rriae= [ [0 2[5

c) Legyen B = {by,bs,bs}, ahol by = (1,1,1) és by = (1,0,—1) az S két vektora és
bs = (1, -2, 1) a sik normalvektora. Ekkor by és by énmagaba, b3 0-ba képzddik, igy

1 0 0
[fle=10 1 0
0 0 O
Szamitsuk ki az attérés matrixat!
1 1 1 1 2 2 2
P=Te.g=1|1 0 =21, P—l:6 3 0 -3 =
1 -1 1 1 -2 1
1 1 1 1 0 O 1 2 2 2 1 5 2 -1
[fle=P[flsP~'=|1 0 —2||0 1 0|=|3 0 -3 =z 22 2
1 -1 1 0O 0 O 1 -2 1 -1 2 5

7. Irjuk fel alkalmas bazisban, majd a standard bdzisban is a v = (1,1, 1) irdnyvektori, origon
atmend egyenes korili 90°-os forgatds mdatrizdt!
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Megoldds: FErdemes az egyenessel parhuzamos, és az egyenesre és egyméasra merdleges
vektorokat valasztani. Legyen by = (1,1, 1), erre merdleges bo = (1, —1,0), és mindkettdre
merGleges ezek vektorialis szorzata, bg = (1,1, —2). A forgatéas bi-et nmagaba, bo-t a bg
iranya v/2 hosszt %bg vektorba, bs-at a —bs irany, v/6 hosszit —v/3by vektorba viszi.
Igy a forgatas B bazisban felirt matrixa

1 0 0 1 V3 0 0
[fls=]0 0 —V3|=—1| 0 0 -3
0 1/vV3 0 V3l 01 o

A standard métrixot megkapjuk P[f]gP~! alakban, ahol P = Tg, 5 az attérés matrixa.

1 1 1 2 2 2
P=|1 -1 1], P‘1:63—3 0 =
1 0 =2 1 1 -2

1 1 1\/500 2 2 2
[fle=1]1 -1 — | o0 -3|.2|3 =3 o=
1 0 V31 01 o 1 1 -2

1

1

2
1 2v/3 2/3—-6 2v/3+6
=—— 2346 23 2V3-6
6v319/3-6 2346 23



