Bevezetés az algebraba 1 12. feladatsor 2020. november 23.

Gyakorlo feladatok

1. Szdmitsuk ki a kovetkezd madtrizok determindnsdt elemi sormiveletek segitségével!

(] 01
0 0 1 0
3 1 2 9 2 13
4 -3 6 9 =1
5 3 1 0 1 0 0
10 0n><n
Megoldds:
3 1 3 1 1 —4 1 —4
4—3’_’1 —4’ ’3 1’ ’0 13’ 1-13=-13
2 9 2 9
HIH SRR
2 1 3 1 -1 5 1 -1 5 1 -1 5
1 -1 5|l=—1]2 1 3|=—]0 3 —7|=|0 8 —24
5 3 1 5 3 1 0 8 —24| |0 3 -7
1 -1 5 1 -1 5
=80 1 -3|=8|0 1 -3|=16
0 3 -7 0 0 2

A negyedik méatrixnal [n/2] sorcserét kell végezni (az elsé sort az utolsoval, a méasodikat
az utolso elSttivel, és igy tovabb), hogy az identitds méatrixot kapjuk, igy a determinansa

(—1)n/2],

2. Sormdiveletek nélkil, csak inverzioszdmoldssal hatdrozzuk meg az aldbbi kigyok deter-
mindnsdt!

0 0 0 1 2 0 00
0 3 0

0 01 0 0 0 -1 0
A_0100 B_OO 0 3 0_382

1 0 0 0 04 0 0

Megoldds: Az A méatrixhoz a 4,3,2,1 permutacioé tarozik, amelynek az inverziészama

(;L)—GIgY\AI (-1°-1*=1.

A B-hez az 1, 3,4, 2 permutaci6 tartozik, inverzioszama 2, igy |B| = (=1)2-2-(—=1)-3-4 =
—24.
A C-hez tartoz6 permutéacio 2,1, 3, inverziészama 1, és |C| = (—1)-3-2-5 = —30.

3. Legyen A egy 5 x 5-6s mdtriz, amelynek determindnsa 3. Mi lesz a determindnsa a 2A~1,
(24)71L, és A% - AT - A~! mdtrizoknak?

1 2

Megoldds: |2A7Y =25|A71 =32 a %
1 1

24)7 =

2A4)~ 1 = 124] ~ 96

AZAT A7 =A)2|14
| = APl =9
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4. Szamitsuk ki a kovetkezd n x n-es determindns értékét! (Otlet: a mdsodik sort vonjuk ki
az sszes tobbibdl.)

1 2 2 ... 2
2 2 2 ... 2
2 2 3 ... 2
2 2 2 n
Megoldds:
1 2 2 2 -1 0 O 0 -1 0 O 0
2 2 2 ... 2 2 2 2 ... 2 o 2 2 ... 2
2 2 3 ... 2|=/0 0 1 ... 0O |=]/0 0 1 ... 0 |=-2.-(n-2)
2 2 2 ... n 0 0 0 ... n—2 0 0 0 ... n—2
5. Szamitsuk ki a )
b a a
b a
a a b

determindns értékét! Hogyan lehet ezt dltaldnositani n X n-es mdtrizra? Mennyi a mdtriz
rangja az a,b,n értékektdl figgden?

Megoldds: Tekintsiik régtén az n X n-es matrixot, amelynek f6atlojaban végig b, minden-
hol méashol a van. A determinans kiszamolasanal adjuk az Osszes sort az els6hoz, ebbdl
emeljiink ki (b + (n — 1)a)-t, majd ennek az a-szorosat vonjuk ki a t&bbi sorbol! Igy
haromszogmaéatrixot kapunk.

b a a ... a b+(n—1a ... ... ... b+(n—1a
a b a ... a a b a ... a
a a b ... al|l= a a b ... a —
a a a b a a a b
1 1 1 1 1 1 1 1
a b a a 0 b—a 0 0
(b+(n—1a)-|a a b al=(b+(n—-1a)-|0 0 b—a ... 0 | =
a a a ... b 0 0 0 ... b—a

=B+ (n—1)a)b—a)" L

Ha b # a és b # (n — 1)a, akkor a matrix determinansa nem 0, igy a rangja n. Ha b = a,
akkor lathato, hogy a matrix rangja 0 vagy 1 aszerint, hogy a nulla vagy nem nulla. Az
n = 1 esetben 0 vagy 1 a rang, aszerint, hogy b nulla vagy nem nulla. Marad az az eset,
amikor b = —(n — 1)a # 0, és n > 2. Ekkor a rang kisebb n-nél, viszont a jobb folss
sarokaldeterminansban elGszor az els§ (csupa a) sort az Osszes tobbibdl kivonva, majd a
determinéanst az utolsé oszlop szerint kifejtve azt kapjuk, hogy ennek az aldeterminansnak
az értéke (—1)"aldiag(b —a,...,b—a)| = (=1)"a(b— a)""2 # 0, tehat az eredeti matrix
rangja n — 1.

6. Szdmitsuk ki az alabbi mdtrix determindnsdt és inverzét aldetermindnsok segitségével:

A:

_ o =
_w o
o =N
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Megoldds: Az utolsoé sor szerint kifejtve: |A| = (—-1)-(0-1—2-3)—1-(1-1-2-0) =6—1 = 5.

S S r -1 2 -6
A—1::5 2 2 -1 =z -1 2 -1
-6 -1 3 3 -1 3

7. Szamitsuk ki az aldbbi determindnsokat minél egyszeribben!

2 1 0 0
12 -1 1; gé 1« a2 21 0
1 2 4 0 2 3 0 1 b b2 0o 1 2 0
2 72 .
2 3 1 10 0 4 1 c+d c+d 0o ... . .1
0 ... 1 2,
Megoldds: a) Az els6 sort a méasodikbol kivonjuk, és a mésodik szerint kifejtjiik a deter-
minanst.
Lo d=fo 0 5= |l 2]
= = 5 3|=

2 3 1 2 3 1
b) A harmadik sort kivonjuk a masodikbdl, és a méasodik sor szerint, majd a kapott
3 x 3-as determinénst a harmadik sor szerint kifejtjiik.

110 1] (1 1 0 1
101
1 230/ |1 000
= =—12 3 0|=-4-3=-12
0230/ |0230 00 4

1 0 0 4 1 0 0 4
¢) A determinéns multilinearitasat hasznaljuk a harmadik sorra, hogy a feladatot vissza-
vezessiik Vandermonde-determinansok kiértékelésére.

1 a a? 1 a a2 1 a a2 1 a a2
1 b b? =1 b B2|+|1 b V*|+ 1 b v|=
1 c¢c+d A+d? 1 ¢ ¢ 1 d d? -1 0 0

=((b—-a)(c—a)(c—b)+ (b—a)(d—a)(d—b) —ab(b—a).

d) Nevezziik el az n x n-es matrixot A,-nek, a determinansat d,,-nek. Az elss sor szerint
1 ef
0 An—Q
determinanst az els6 oszlopa szerint kifejtve ez tovabb 2d,, 1 —|A,_2| = 2d,,—1 —dp—2.
A d, =2d,_1—d,_ o egyenletet atrendezve a d,, —d,,_1 = d,,_1 — d,,_o Osszefliggéshez
jutunk, igy az s, :=d,, —d,_1 sorozatra s, =S,_1=...= Sy =do —d; =3—-2=1,
tehat d, =1+d,-1 =2+d,2=...=(n—-1)+d; =n+1.

kifejtve azt kapjuk, hogy d,, = |A,| = 2|4,—1| — 1 - det ], és a masodik

8. Hatdrozzuk meg az aldbbi mdtriz rangjat! Keressiink benne a rangnak megfeleld méretd
nemnulla aldetermindnst!

1 2 -1 0
1 2 -1 1
2 3 1 1
Megoldas:
1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0
A=1|1 2 -1 1| —- |O O O 1| - [0 -1 3 1
2 3 1 1 0 -1 3 1 0O 0 01

lépcsis, igy a matrix rangja 3. Az A utols6é hdrom oszlopabol alkotott matrix determinénsa
nem nulla: az utols6 oszlop szerint kifejtve, —1-5+1-0= —5.



