Bevezetés az algebraba 1 13. feladatsor 2020. december 7.

Gyakorlo feladatok

1. Cramer szabadly alkalmazdsdval oldjuk meg az Ax = b egyenletrendszert, ahol

1 0 2 0
A= 0 3 1 és b= |1
-1 1 0 1
Megoldas:
0 0 2 1 0 2
1 3 1 0 1 1
. Al L1 0] 4 A -1 1 0] 1
oA s 0w 2T olA 5 o5
1 0 0
0 3 1
|Asp 11 1| 2
xrg = = — _
ST 4] 5 5
I Al . ., [I —A] o 12
2. Legyenek B = [[ 2A] és C = [O 7 4 x 4-es blokkmadtrixok, ahol A = [3 5}

Szdamitsuk ki a BC szorzatot és ennek segitségével a B determindnsdt!
I 0
I A
mig a C' blokkharomszogmatrix determinansa |C| = |I]- |I| = 1, tehat a determinansok
szorzastétele szerint —1 = |BC| = |B| - |C| = |B].

Megoldas: BC = l ] blokkhéromszog-matrix, a determinansa |BC| = |I|- |A| = —1,

3. Tegyiik fel, hogy a vi,va,..., vy € K™ vektorok standard skaldrszorzata, v;v; =0, ha © #
j, de # 0, ha i = j. Ldssuk be, hogy ekkor a vektorok linedrisan fiiggetlenek. Specidlisan,
R™-ben barmely k pdronként merdleges, nemnulla vektor linedrisan fiiggetlen.

k k k
Megoldds: Ha > A\jv; = 0, akkor 0 = v; (E )\jvj> = > Ajvivj; = \jv;v;, mert a
j=1 j=1 j=1
tobbi tag 0 a feltételek miatt. Masrészt v;v; # 0, ezért \; = 0 minden i-re.
Mivel R"-ben v; # 0-bol kévetkezik, hogy v;v; # 0, ott elég feltenni, hogy v; L v;
Vi # j,and v; # 0 Vi.

4. Hatdrozzuk meg az A matriz LU-felbontdsdt! Szamitsuk ki ebbdl az A determindnsdt és az
Ax =[1 —1 0T egyenletrendszer megolddsdt!

A=

N W
TN N
N = W

Megoldds: A fels6 haromszog alakra hozéasnal csak s; +— s; — cs; alaka mitveleteket
hasznaljunk, ahol ¢ > j, és elGszor az els§ sor tobbszoroseit vonjuk ki, majd a mésodik
sorét, és igy tovabb. Ha a végrehajott sormiiveletekhez tartozé elemi matrixok rendre
Ei,...,Eg, akkor Ey---E1A = U fels6 haromszogmétrix, és ebbsl A = Ey'--- E'U,
ahol L := E| 1. By ! als6 haromszogmatrix, csupa 1-gyel a féatloban. L-et megkaphatjuk
ugy, hogy az I egységmaétrixra végrehajtjuk az A-n végzett sormiveletek inverzét forditott
sorrendben: L = E; N (Ey'---(E'I)--). gy l;; = ci; pontosan akkor, ha szerepelt
s; — 8; — ¢;;8; alakd sormtivelet, az atlo alatti tobbi elem és minden 4tlo folétti 0, az
atlobeliek pedig 1-ek.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 00
32 1|+~ |0 -4 -8 |0 -4 —8|=U 6 L=|[3 10
2 5 2 0 1 —4 0 0 —6 2 -1 1
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Az Ax = b, azaz L(Ux) = b egyenletrendszer megoldasahoz elszor az Ly = b, majd az
Ux =y egyenletrendszert oldjuk meg.)

1 00 1 1
31 0|ly=|-1| = y=|-4
2 -1 1 0 -3

(feliilrsl lefelé behelyettesitésekkel megoldva), és

1 2 3 1 —1/2
0 4 -8|x=|-4 = x= 0
0 0 -6 -3 1/2

(alulrol felfelé behelyettesitésekkel megoldva).

5. Adjuk meg az

r — y + =z =0
2c — y + 3z = 2
r + 2y + 4z = 6

valos egyenletrendszer sortérbe esd egyetlen megolddsdt, és ennek felhaszndldsdval irjuk fel
az 0sszes megolddst!

Megoldds:
1 -1 1 | 0 1 -1 1 | 0 10 2 | 2
2 -1 3 | 2~ |0 11 ] 21— |01 1 | 2
1 2 4 | 6 0 3 3 | 6 000 | O

Ebbél leolvashatd a homogén egyenletrendszer megoldésa is, azaz az egyilitthatoméatrix

nulltere:
102 ] 0 x = -2 x —2
011 ] 0 = y = —l azaz y|l=t]|-1
000 | O z = t z 1

Tehat a nulltér bazisa {(—2,—1,1)}, és a sortér ennek a merdlegese, ezért az eredeti
egyenletrendszert (illetve annak a redukaltjat) ki kell egésziteni a (—2, —1,1)(x,y,2)T =0
egyenlettel.

1 0 2 | 2 1 0 2 | 2 1 0 2 | 2 1 00 | O
o 11| 2|—-1]0 11| 2|01 1| 2|0 10 | 1
-2 -1 1 | 0 0 -1 5 | 4 0 0 6 | 6] 00 1 |1
0 0 [—2]
A sortérbe es6 megoldas: | 1|, és az Gsszes megoldas: | 1| +¢ | —1
1 1 1

6. Legyen W < R® altér, melynek generdtorrendszere {(1,0,1), (1,1,0)}.
a) Adjuk meg W+ egy bdzisdt.
b) Hatdrozzuk meg a W altérre valé merdleges vetités matrizat baziscserével és anélkiil,
azaz haszndlva az A(AT A)~1AT képletet.
¢) Bontsuk fel a v = (1,1,1) vektort W-beli és W -beli Gsszetevdk Gsszegére!
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Megoldds:  a)

r=—t T —1
Lol1l]o0 — L0 Lo megoldasa y= t, azaz |y | =1 1
110 | 0 01 -1 ] 0 SO ’ . 1 ’

tehat W+ bazisa {(—1,1,1) }.

b) Béziscserével: A B = {(1,0,1),(1,1,0),(—1,1,1) } bazisban a vetités matrixa a D =
diag(1,1,0) matrix, mert a bazis els6 két vektorat (a W-beli vektorokat) 6nmagukba
képezi, igy ezek koordinatavektora (1,0,0)T és (0,1,0)T, az utolsot, amely W-re
merdleges, pedig 0-ba. Tgy a vetités standard métrixa Te D15 e = Tg g DTy, iB =

1 1 -1 1 0 0 1 1 -1 2 1 2 1 1
=10 1 1 0 1 0 3 1 2 -1 = 3 1 2 -1
1 0 1 0 0 O -1 1 1 1 -1 2

Vagy pedig a Py := A(ATA)~1 AT képlettel, ahol A oszlopai a W béziselemei:

11
B s 101 s 21 e 1] 2 -1
A_Ol’A_{llo}’AA_{l 2}’ (A" =31_41 of
10
b 311{2—1}[101}11;{01]
w = 2 =3 |~ =
Dol 2t o] T 1o
2 1 1
1 2 -1
1 -1 2

) v=Puv (v = Fuv) = (1.3.3) + (- h. 3. 3)

7. Hatdrozzuk meg azx—y =1, x —y = 2 ellentmonddsos linedris eqyenletrendszer optimdlis
kézelitd megolddsait normdlegyenlet segitségével! Hatdrozzuk meg az egyetlen sortérbe esd
(minimadlis abszolutértéki) optimalis kézelité megolddst!

Megoldds: [A|b]zﬁ :i I ;} =

2

[ATA|ATb]:AT[A|b]:[_2 e _3} {1 - 3/2}

0 0] 0

0 1
értéki kozelité megoldast az (1,1) altal generalt nulltérre valo merdlegesség feltételének

hozzdadasaval kapjuk:
1 0 | 3/4 |7 3/4
0 1 | -3/4 y| | =3/4]|"

1 -1 | 3/2
1 1] o0
8. (Linedris regresszid) Legyen y = a+bx ismeretlen egyenes. Hdrom mérési eredmény szerint
(1,1),(2,3), (4,6) az egyenesen lévd (x;,y;) pontok mért koordindtdi. Keressiik a legjobban
kézelitd megolddst (a,b)-re normdlegyenlet segitségével! (A sorai (1,z;)-k, b sorai y;-k)

Az utébbinak a megoldasa {(3/22 + t] {3/2} +1 [1] (t € R). A minimalis abszolut

TR
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Megoldds: Az a+b=1, a4+ 2b=3, a+ 4b = 6 egyenletrendszer legjobban kozelits (a, b)
megoldasat keressiik.

L1l 3 7 | 10
[Ab]=|1 2 | 3| = [ATA|ATb] = AT[Ab] =
7 21 | 31
1 4] 6
3.7 | 10] [t 7]ou] 1o | -12
17 ] 11 0 —14 | -23 0 1 | 23/14|"

Tehat a legjobban kozelité egyenes (azaz amelynél az adott z; értékeknél a hibak
négyzetosszege minimélis), y = —1 + 2.

. Hatdrozzuk meg a kévetkezd mdtrizok pszeudoinverzét!

1 1
) 2 2 )

Megoldds: Ha egy B matrix teljes oszloprangt, akkor BT = (BTB)~!BT, ha C teljes
sorrangt, akkor C* = CT(CCT)~!. Ha az A matrixra egyik feltétel sem teljesiil, akkor

az A bazisfelbontéasa olyan A = BC' szorzatot ad, amelyre B teljes oszloprangi és C teljes
sorrangi, és ekkor AT = CTB™T.

—_ = =
—_ O
)
W N =

—1

1 0 1 0
a) C = 11 0} teljes sorrangt, igy CT™ = |1 1 [1 1 0} 1 1 —
0 1 1 0 1 1
0 1 0 1
L 0]y 471 1 0 T2 1 2 —1
LR =1 1|5 ] o|=3| 1 1
0 1 0 1 -1 2
1 17\ *
b) C = 1 teljes oszloprangu, igy C* = | [1 1 1 1]|:1 (1 1 1 1] =
1 1
111 1 1]
11 11 1
g a=[} )[04 = acse-[n u -
1 —1
1 1 111 1 1
+ _ - + — _
e [ H A H I G NEE
=
11 2
+ _ot+tpt - =
A_CB_mL 2}'
1 0 1 [1 0 1] 1 0 1 L0l ry o 1
d)012|—>012|—>012:>A:BC':()1{012}:>
1 1 3 0 1 2] 0 0 0 1 1
- -1
1 0 - 21 0 1 0 5 —2
Ct=10 1 (1)(1); 0 1 :01(@{_2_;}—}5—2 2,
1 2 L 11 2 1 2 1 2
9y -1
B+_101(1)(1) 10 1] _1[ 2 —1]]1 0 1] _
_01111 0 1 1| 3|-1 2|0 1 1|
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12 -9 3 4 -3 1
-6 6 0|=¢|—-2 20
0 3 3 0 11

10. Mutassuk meg, hogy dltaldban nem igaz, hogy (AB)" egyenld lenne BT AT -szal. Tekintsiik

1 0f . 10
azA—[O 0} esB—{O

} } mdtrizokat!

Megoldds: Legyen C' = AB. A harom matrix béazisfelbontasa

S (P T T
e o] <[ o[t

=t 1] =[50 u=g [0 Y],

crso i < 0= 5 wmecaf2 1)

11. Oldjuk meg a 7. feladatot az egyiitthatomadtriz pszeudoinverzével valo beszorzdssal is!

-] -

1

Megoldds: A = {1

At =[1 —-1]F H

A (minimalis abszolut értékii)

MY

1

A+b:i[_1

i e -

egjobb kozelité megoldas:
| 3/4
| =3/4

—_ N




