NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 1 2. vizsga — elmélet 2021-01-08

Az irasbeli dolgozat elsd felében tesztkérdésekre kell vdlaszolni, melyekre dsszesen 20 pont kaphaté. A mdsodik
részében definicidk és tételek preciz megfogalmazasat kérjik. Az utolsé részben bizonyitdsokat, vagy azok egyes
részeit kell tomoren, de vilagosan leirni. A wvdlaszokat irjuk a kérdéshez tartozo iires dobozba! Kidolgozdsi idd
60 perc. Semmilyen segédeszkoz nem haszndlhato!

1. Mindegyik allitdsrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)
a) Minden kétvaltozds linedris diofantoszi egyenletnek végtelen sok megoldésa van.

b) Ha m,n € Nt relativ primek, akkor p(mn) = p(m)p(n).

¢) Egy z # 0 komplex szdm barmely két n-edik gyokének a hdnyadosa n-edik egységgyok.

d) Ha vy,..., vy linedrisan osszefiiggék, akkor minden v; felirhaté a t6bbi v; linedris kombindcidjaként. | H

e) Ha A € K™*" oszlopai linedrisan fiiggetlenek, akkor S(A4) = K™.

== = ] S =

f) Ha BBT és BT B is invertalhat6, akkor B négyzetes matrix.

2. Adjunk meg olyan ¢ € N szdmot, amellyel {17,23,25,¢} | 7
redukalt maradékrendszer modulo 12. (2 pont)

3. Hany tagja van annak a 4-valtozos elemi szimmetrikus po- | 6
linomnak, amelynek tagja az xixs? (2 pont)

4. Melyik az a legkisebb ¢ € NT szdm, amelyre az | 6
f(x) = 223 + 62 + ¢ polinom kielégiti valamilyen primmel a
Schonemann—Eisenstein-kritériumot, de semmilyen primmel
nem elégiti ki a forditottat? (2 pont)

5. Melyik az az elemi méatrix, amellyel val6 balszorzas tetszo-

leges 3-soros matrix harmadik sordanak kétszeresét kivonja az 1o -2
els6 sorabol? (2pont)| |0 1 0

0 0 1
6. Mi a feltétele annak, hogy az U, W < K™ alterekre unw = {0}
U+W =USW legyen? (2 pont)

7. Adjuk meg az 1,2,3,4,5 elemeknek egy olyan permutaci- | Pl. 3,2,1,4,5
6jat, amelynek az inverziészama 3. (2 pont)

8. Ha egy A € R3*6 mitrix legnagyobb méretti nemnulla | 2, 2, 4
aldetermindnsa 2 x 2-es, akkor mi a dimenzidja az O(A), S(A)
és N'(A) vektortereknek? (2 pont)




9. Mondjuk ki (pontos feltételekkel) a polinomok maradékos osztdsanak tételét! (3 pont)

Legyen f(z),g(x) € K[z], ahol K test, és g(z) # 0. Ekkor egyértelmfiien létezik h(z),r(x) € K|[z], hogy
f(x) = g(@)h(x) +r(x), és degr(x) < degg(x).

10. Mit jelent az, hogy egy rendezett halmaz j6lrendezett? Adjunk példat egy jélrendezett és egy nem jélren-
dezett végtelen halmazra R-ben. (2 pont)

Egy rendezett halmaz jélrendezett, ha minden nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme.

Pl. N jolrendezett, {1, %, %, ...} nem jélrendezett.

11. Mit jelent az, hogy v/ a v € R™ vektor merdleges vetiilete a W < R™ altérre? (2 pont)

view, ésv—v e wh

12. Mondjunk hérom ekvivalens feltételt (a definicié is koztiik lehet) arra, hogy egy A € K™*™ métrix inver-
talhato! (3 pont)

Van olyan B € K"*" hogy AB = BA=1.

| Al # 0.

A redukalt 1épcsos alakja 1.

A sorai linedrisan fiiggetlenek.

A oszlopai linedrisan fliggetlenek.

r(A) =n. (Ez mér hat, és még vannak...)

13. Bizonyitsuk be, hogy N-ben minden irreducibilis elem prim. (4 pont)

14. A Fischer-egyenlStlenség allitdsa és bizonyitdsanak alapotlete a lap aljan lathaté. Tekintsiik most az

X ={1,2,3} halmazon az

{{1,2}, {13}, {2,3}, {1,2,3}}
halmazrendszert, amely nyilvan nem elégiti ki a Fischer-egyenlétlenség feltételeit.
a) Irjuk fel erre a tétel bizonyitdsaban szereplé M és A = MM7T matrixot.
b) Mit mutatnak az A métrix diagonélis elemei a halmazrendszerr6l?

c) Mi az A métrix determindnsa? (6 pont)

Fisher-egyenl6tlenség: Legyenek Cy,...,C; C {1,...,n} kiilonbozdk, és tegyiik fel, hogy valamely ¢ > O-ra
|C; N Cj| = ¢ (Vi # 7). Ekkor k < n.

Biz. alapdtlete: Vi |C;| = ¢+ a;.
X C{1,...,n} karakterisztikus vektora n-dimenziés 0-1-vektor, (z1,...,2,), ahol x; =1 <= i€ X.
Az M € RF*™ métrix i. sora a C; halmazhoz tartozé karakterisztikus vektor. Ekkor

c+ay c c ... c
. c c+ay ¢ ... c
A=MM" = . . ,ul. x-y=]XNY|
C c+an

kxk

Tudjuk: r(A) <r(M) <n.
Beldtjuk: |A] # 0, és ebbdl kovetkezni fog, hogy r(A) =k, és {gy k < n.



13. megolddsa: Tth. p € N irreducibilis. (Ekkor p > 2.)

Ha p | ab, akkor tekintsiik az (a,p) lLnk.o.-t. (a,p) | p, és p irreducibilis, igy (a,p) = p vagy (a,p) = 1.
Ha (a,p) = p, akkor p = (a,p) | a miatt kész vagyunk.

Ha (a,p) = 1, akkor p | ab-bél p | b kovetkezik.

Tehat p prim.

14. megolddsa: a)

A=MMT =M =

— O = =
=
— = -0
_ O = =
— O =
—_ == O
(e
=N
_ = O
— =
I
N = =N
N — DN
[ NI NI
W N NN

b) Az 4tléban az egyes halmazok elemszédma &ll: 2,2,2, 3.
c) r(A) <r(M) < 3, mert M 4 x 3-as, igy A nem teljes rangt 4 x 4-es matrix. = |A] = 0.



