NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 1 3. vizsga — elmélet 2021-01-15

Az irasbeli dolgozat elsd felében tesztkérdésekre kell vdlaszolni, melyekre dsszesen 20 pont kaphaté. A mdsodik
részében definicidk és tételek preciz megfogalmazasat kérjik. Az utolsé részben bizonyitdsokat, vagy azok egyes
részeit kell tomoren, de vilagosan leirni. A wvdlaszokat irjuk a kérdéshez tartozo iires dobozba! Kidolgozdsi idd
60 perc. Semmilyen segédeszkoz nem haszndlhato!

1. Mindegyik allitdsrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)
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a) Ha {ry,...,7rm } teljes maradékrendszer modulo m, akkor { —ry,...,—rp,, } is teljes maradékrendszer.
b) Minden legaldbb harmadfoki valés polinomnak van valés gyoke

¢) Ha n € NT paratlan, akkor 2"~! =1 (mod n).

d) Ha vy,..., vy linedrisan Osszefliggbk, akkor dimspan(vy,...,vg) < k.

e) Minden A € R™*"re és b € R™-re megoldhaté az AT Ax = ATb egyenletrendszer.

f) Ha BBT és BT B is léteznek, akkor B négyzetes matrix.

2. Adjuk meg azt a legkisebb ¢ € NT szdmot, amelyre a | 6

18z + 60y = ¢ diofantoszi egyenlet megoldhatd! (2 pont)
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3. Irjuk fel a z = a+bi = r(cosp+ising) (ahola,b, 7,0 €R, | 1/2 = — Pl
r > 0) komplex szam reciprokat, (1/z)-t algebrai és trigono- | 1 (cos(il ;— X isin(a— —g)
metrikus alakban. (2 pont) | T 7 £

4. Adjunk meg egy olyan f(z) € Z[z] polinomot, amely Q[z]- | Pl. f(z) =2z +4
ben irreducibilis, de Z[x]-ben nem! (2 pont)

5. Legyen A € R™*™ és L az A redukélt 1épcsds alakja. Az
alabbi allitasok koziil melyikbdl kovetkezik, hogy az Ax =0 | C
n-valtozds homogén egyenletrendszernek csak egyetlen meg-
oldasa van? (2 pont)
(A) L-nek m nemnulla sora van.

(B) L-nek m nemnulla oszlopa van.

(C) L-nek n nemnulla sora van.

(D) L-nek n nemnulla oszlopa van.

6. Legyen f : Z3 — 732 linearis transzforméacié, amelyre | 4
f(1,0) = (1,1). Hany lehetséges értéke van f(1,1)-nek?
(2 pont)

7. Adjuk meg az U = {(x,y,2)|r +y+2z =0} <R3 altér | {(1,1,1)}
merdlegesének egy bazisit! (2 pont)

8. Ha A € R3*® és dimN(A) = 3, akkor mi az AT A matrix | ATA € R5*?,
mérete (azaz hdnyszor hanyas) és rangja? (2 pont) | 7(ATA)=r(A)=5-3=2.




9. Definidljuk egy nemnulla komplex szdm (multiplikativ) rendjét! Adjunk meg egy negyedrendii és egy végtelen
rend{i komplex szdmot! (8 pont)

Egy z szam rendje a legkisebb k € N*, amelyre z* = 1. Ha nincs ilyen k, akkor a rend végtelen.
Pl. Az i szam rendje 4, a 2 rendje végtelen.

10. Definiadljuk egy A n x n-es matrix determindnsdnak az a;; elemhez tartozoé eléjeles aldeterminansat, A;;-t,
és irjuk fel a determinansok sorokra vonatkozé kifejtési tételét. (8 pont)

A;j = (—1)"ID;;, ahol D;; annak a mdtrixnak a determindnsa, amelyet gy kapunk, hogy A-bdl elhagyjuk
az i. sort és a j. oszlopot.

Al = > aij Aij-
Jj=1

11. Mondjuk ki a szamelmélet alaptételét Z-ben! (2 pont)

Minden egész szdm, ami # 0, =1, sorrendtdl és egységszeresektol (eldjelektdl) eltekintve egyértelmiien felirhatd
felbonthatatlan egészek szorzataként.

12. Definidljuk egy matrix inverzét! Mi a feltétele annak, hogy egy test f6lotti négyzetes haromszogmatrix
invertdlhat6 legyen? (2 pont)

A inverze B, ha AB=1¢és BA=1.
Egy haromszoégmétrix pontosan akkor invertdlhaté, ha a diagonalis elemei nem nulldk.

13. Mondjuk ki és bizonyitsuk be az Euler-Fermat-tételt! (5 pont)
Tétel: Ha m € Nt, a € Z, (a,m) = 1, akkor a®*(™ =1 (mod m).

Biz.: Legyen {11,...,74(m) } redukédlt maradékrendszer modulo m.

Mivel (a,m) =1, {ari,...,aryy) } is redukalt maradékrendszer, és igy valamilyen sorrendben az 71, ... 74(m)

szamokkal kongruensek az elemei. =

T Tm) = ATy AT g(my = a? ™y vy, (mod m)

T1 .. Ty(m) Telativ prim m-hez, ezért egyszeriisithetjiik vele a kongruenciat. =
1= a?™) (mod m).

14. Az alabbi tétel hdrom ekvivalens allitdst sorol fel arra, hogy egy vektortér két alterének direkt Osszege.
b) Az U = span((1,—1,0),(1,0,—1)) és W = span((1,0,0), (0,0,1)) alterekre V := R® # U ®W. Példdkkal
mutassuk meg, hogy az (i), (ii) és (iii) allitds egyike sem teljesiil erre a két altérre! (5 pont)

aA)V=UOW, haV=U+WéeUNW =0.

b) (i): 0 # (1,0,-1) = (1,0,0) — (0,0,1) e U N W

(ii): (1,0,—1) =(1,0,—-1) + 0= 0+ ((1,0,0) — (0,0, 1)) kétféle felirds u + w alakban.

(iii): Az U és W megadott generatorrendszere fliggetlen, mert kételeml, és egyik vektor sem skaldrszorosa
a masiknak. Tehat ezek bazist adnak U-ben, illetve W-ben, de az unidjuk 4-elemi, igy nem lehet bazis a
haromdimenziés R3-ben.

Tétel: Az U, W <V alterekre ekvivalens:

i) v=uow.

(ii) ¥V v € V egyértelmiien irhaté v=u+w (uecld, w e W) alakban.
(iii) Ha B az U-nak, C a W-nek bdzisa, akkor BUC bézisa V-nek.



