Bevezetés az algebraba 1 2. zh 2020.november 25.

. Bontsuk fel az f(z) = 2% —2x*+52% — 62242 polinomot irreducibilisek szorzatara Q[x]-ben
és Zs|z]-ben! (4 pont)
Megoldds: Az f(z) = 2° — 22* + 523 — 622 + 2 polinomnak a racionalis gydkteszt szerint
csak £1,+2 lehetnek racionalis gyokei. Konnyen lathato, hogy 1 valéban gyck. Emeljiik
ki (z — 1)-et Horner-modszerrel! A hanyadosnak is gyoke az 1, ezért tovabb osztjuk.
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f(z) = (x — 1)%(23 + 42 + 2), és nem kell tovabb gyckoket keresniink, mert z3 + 4x + 2
irreducibilis Q f6l6tt a Sch—E kritérium miatt p = 2-re.

Az f(z) = (v — 1)%(23 + 42 + 2) felbontas Z3 folott is jo, de meg kell nézniink, hogy
234+ 42 42 = 23 + 2 — 1 tovabb bonthato-e. Mivel a —1 gydke ennek Zg-ban: —1 —1—1 =
—3 =0, (z + 1)-et kiemelhetjiik.
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f(x) = (x —1)*(x +1)(2* —x — 1), és az 22 — x — 1 polinomnak 0, +1 egyike sem gydke
Zs-ban, ezért (masodfoku 1évén) irreducibilis.

. Szamitsuk ki a ®qo(x) korosztasi polinomot, és (ennek felhasznalaséaval) adjuk meg a
primitiv 10. egységgyokok négyzetosszegét! (4 pont)
210 —1 0 —1 ®+1 4 3 o
= = = =z -z +z°—x+1.

Oy (2)Py(2)P5(x) (2 —1)Po(x) z+1
Ennek a polinomnak a gyokei a primitiv 10. egységgyokok, legyenek ezek e1,¢e9,e3,¢€4.

Ekkor a Viete-formulak szerint
€1+éx+ezt+eq=1

E EiEj =1.
1<i<j<4

Tehat ef +e +ed+ei= (D) —2(X eigj) =12 —2=—1.
5 i<j

Megoldas: ®q0(x)

. Az a, b paraméterek értékétdl fliggden hany megoldasa van az alabbi kibévitett matrixszal
megadott egyenletrendszernek?

1 1 2 !

1 3 1 | a

-2 0 a—4 | b

(4 pont)
Megoldas: Hozzuk a matrixot lépcsds alakra.

1 1 2 | 1 1 1 2 | 1 1 1 2 | 1
13 1 | a|lw~ |02 -1 | a=-1|~» |02 -1 | a-1
-2 0 a—4 | b 0 2 a | b+2 0 0 a+1 | b—a+3

Ha a +1 # 0, azaz a # —1, akkor egyetlen megoldas van, mert minden oszlopban van
vezérelem, és nincs ellentmondéasos sor.

Haa+1=0ésb—a+3 =0, azaz a = —1 és b = —4, akkor végtelen sok megoldas van
(illetve tetszbleges test folott annyi, amennyi a test elemszama).

Ha a = —1 és b # —4, akkor a harmadik sor ellentmondésos, igy nincs megoldas.



4. Legyen B = {(1,0,1),(0,2,—1),(2,1,2) } az R® egy bazisa. Irjuk fel a Te 5 és Tpeg

attérési matrixokat! (3 pont)
Megoldads:
1 0 2
Teenp= |0 2 1| & Tpee=T:'z
1 -1 2
(1 0 2 | 1 0 0] (1 0 2 | 1 0 0]
0 21 | 010~ 1|0 21 1] 010~
1 -1 2 | 0 0 1] 0 -1 0 | -1 0 1
(1 0 2 | 1 0 O] (1 0 2 | 1 0 O]
01 0| 10 1|~ 0101 10 —-1|
02 1] 01 0] 00 1 | -2 1 2
100 | 5 -2 —4 5 —2 —4
0 1 0 | 1 0 -1 = Tpce = 1 0 -1
o001 ] -2 1 2 -2 1 2

5.

a) Adjuk meg az alabbi A matrix oszlopterének és nullterének egy-egy bazisat!

b) Bazisfelbontas segitségével bontsuk fel az A matrixot 1 rangt métrixok Gsszegére!

1 0
A=12 1
0 1
Megoldds:  a)
1 0 -1 2 1 0
A=12 1 1 O — [0 1
0 1 3 —4 0 1

-1
1
3

-1
3
3

2
0
—4
(5 pont)
2 1 0 -1 2
-4 - |0 1 3 —4
—4 0 0 0 0

Igy az oszloptér (egyik) bazisa az A els6 két oszlopa: {(1,2,0),(0,1,1)}, a nulltér
bézisat pedig meghatarozhatjuk az Ax = 0 egyenletrendszer megoldasanak vektoros
alakjabol.

s—2t 1 —2
| 3s+4t | -3 4
N s N | Tt 0
t 0 1
Tehat N'(A) egy bazisa {(1,—-3,1,0), (—2,4,0,1) }.
10 1 0
=12 1 l(l) (1) _:15 _ﬂ: 20[10 —12]+|1[[013 —4]=
0 1 0 1
10 -1 2 000 O
2 0 -2 4|+]|0 1 3 -4
00 00 01 3 4



