NEV NEPTUNKOD
Bevezetés az algebraba 1 1. vizsga — elmélet 2020-12-22

Az irasbeli dolgozat elsd felében tesztkérdésekre kell vdlaszolni, melyekre dsszesen 20 pont kaphaté. A mdsodik
részében definiciok és tételek preciz megfogalmazasat kérjiik. Az utolsé részben bizonyitdsokat, vagy azok egyes
részeit kell tomoren, de vilagosan leirni. A wvdlaszokat irjuk a kérdéshez tartozo iires dobozba! Kidolgozdsi idd
60 perc. Semmilyen segédeszkoz nem haszndlhato!

1. Mindegyik allitdsrol dllapitsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)

a) Ha a,b € Z, akkor az {na + mb | n,m € Z} halmaz megegyezik az (a,b) egész szdmu tobbszoroseinek

halmazdaval. D

b) Két primitiv n-edik egységeyok szorzata primitiv n-edik egységgyok. D
¢) Van olyan f(z) € Q[z] polinom, amely R[x]-ben irreducibilis, de Q[x]-ben nem. D
d) Az f(x,y,2) = 2%y + y*2 + 2%z polinom szimmetrikus polinom! D

e) Van négy olyan a,b,c,d € R?* vektor, melyek kéziil barmely hdrom linedrisan fiiggetlen, de egyiitt mégis
linearisan 6sszefiiggdk.

f) Egy matrix sortere nem valtozik elemi sormiiveletek kozben. D

2. Hény megoldésa van a 15z = 12 (mod 24) kongruencidnak
modulo 247 (2 pont)

3. Mennyi a primitiv 99-edik egységgyokok szama?
(2 pont)

4. A 223 + 6 polinom a Z[z], Q[z] és R[z] gyfirtik koziil me-
lyikben irreducibilis, melyikben nem?

5. Hany olyan legfoljebb harmadfokd f € R[z] polinom van,
amelyre f(0) = f(1) = f(2) =17 (2 pont)

6. Ha A, B € R**? mdtrixok, melyekre |A| = 2 és |B| = 3,
akkor mi az 3AT B~! métrix determindnsa? (2 pont)

7. Legyen A, B € R?*2. Mi lehet az r(A) rang értéke, ha
r(AB) =1ésr(BA) =07 (2 pont)

8. Mi a sik origén atmeno, v-vel parhuzamos egyenesre va-
16 vetitésének matrixa a B = {v,w} bazisban, ha w L v?
(2 pont)




9. Definidljuk egy f:V — V linedris transzformécié B = {bs,...,b,} bézis szerinti matrixit a koordindtavek-
torokon val6 hatasavall Mi ennek a matrixnak az ¢. oszlopa? (8 pont)

10. Definidljuk a primitiv polinomot. Adjunk példat Z[z]-ben
a) primitiv polinomra, amelynek semelyik egyiitthatdja nem +1, illetve

b) nem primitiv polinomra. (3 pont)
11. Definidljuk a K™ vektortér affin alterét! Adjunk példat olyan affin altérre, amely nem altér! (2 pont)
12. Mondjuk ki a forditott Schénemann—Eisenstein-kritériumot! (2 pont)

13. a) Mi a feltétele az ax + by = ¢ (a,b,c € Z, a,b # 0) diofantoszi egyenlet megoldhatosigdnak, és milyen
alakban kapjuk meg egy (zo, yo) megoldasbol az Gsszeset?

b) A tétel bizonyitasit kovetve (magat a tételt nem felhaszndlva) ldssuk be, hogy a 28z + 35y = 133 diofantoszi
egyenletnek minden megoldésa felirhaté (x,y) = (1 + 5¢,3 — 4t) alakban, ahol t € Z. (5 pont)

14. Tekintsiik az Ax = b egyenletrendszert, ahol A € K™*" invertalhaté, és b € K™. Irjuk fel és bizonyitsuk
be a Cramer-szabaly altal adott képletet az x megoldas x; komponenseire. (5 pont)




