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. Mi lesz az alabbi mdtrixok Jordan-féle normdlalakja? Adjuk meg a determindnsosztokat és
invarians faktorokat is!

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 2 2 0 2 2 2 0 0 1
A=1]1 1 1 1 1 B=|0 2 0 C=1]0 2 2 D=|1 0 O

1 1 1 1 1 0 0 -5 0 0 2 0 1 0

1 1 1 11

Megoldds: A diagonalizalhatoé (mar csak azért is, mert valos szimmetrikus). Mivel minden
sorOsszege 5, A-nak sajatértéke az 5 az (1,1,1,1,1) sajatvektorral. Mivel A rangja 1, a
0 is sajatértéke 4-dimenzios sajataltérrel. Igy A diagonalis (és akkor Jordan-féle) alakja
diag(5,0,0,0,0). Minimalpolinomjaban minden sajatérték csak egyszeres gyok lehet, tehat
a minimalpolinom m(x) = (x—5)z, és ez meg kell, hogy egyezzen az E5 invarians faktorral.
Az invarians faktorok rendre osztjak a kdvetkezst, és a szorzatuk a karakterisztikus polinom
skalarszorosa, (x — 5)x°, tehat mindegyik csak = vagy 1 lehet:

Elzl,EQZ.’B, EgI.CC, E4:.’B, E5:(.’13—5)£C,

a D; determindnsoszt6 pedig Ey - - - Ej:

D1 = 1, DQ =, D3 = CL’Q, D4 = CL’B, D5 = (CL’— 5).%4

B sajatértékei 2 és —5, és (B — 21) = 2 miatt a 2-hoz tartozo sajataltér csak 1-dimenzios,
tehat B nem diagonalizalhato, és igy a Jordan-alakja

2 1 0
JB)=1]0 2 0
0 0 =5
A minimalpolinom, (x — 2)?(x + 5) a karakterisztikus polinom skalarszorosa, igy

E1:1,E2:1,E3 ($—2)( )
Dy =1,D,=1, D3 = (z —2)*(x +5).

C egyetlen sajatértéke a 2, és r(C) = 2 = dimV, = 1, ezért a Jordan-normalalakja
egyetlen blokkbol all:

A minimalpolinomja m(z) = (z — 2)3 = —k(x), ezért az el6z6 esethez hasonléan
E1 :1,E2:1,E3:(.’13—2)3,
Dlzl, D2:1,D3:($—2)3.

D ortogonalis, tehat diagonalizalhato A karakterisztikus polinomja —(z® — 1), tehat a
sajatértékei 1,e,e2, ahol € = cos 7 + ¢sin %’r A Jordan-normalalakja diag(1,¢e,€2). A
minimalpolinomja (z — 1)(z —€)(z — e?) =23 — 1, tehat By =1, By =1, E3 = 2% — 1,
D1:1,D2:1,D3:CL’3—1.

. Hatdrozzuk meg az 1. feladatbeli A mdtrizokra J100, A100 et oA e3A ¢rtékét, ahol J az
A mdtriz Jordan-féle normdlalakja! Sziikség esetén hasznaljunk Hermite-polinomot!

Megoldds: J(A)'° = diag(5'%°,0,0,0,0), e/ &) = diag(e®,1,1,1,1),
T(D)1% = diag(1100, £100 2200) _ diag(1,z,%) = 7 (D),

V3 1

e? (D) = diag(e, e ,662) ahol e® = \/—(cos \/_ +isin %), és s’ = 7((}08 V3 _ jisin @)
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21000100279 0 e2 e 0
j(B)IOO — 0 9100 0 , eJ(B) — 0 e2 0 ,
0 0 5100 0 0 e
2100 100 . 299 4950 - 298 e? €2 €2/2
JE)MW=1 0 210 10022 |, 7@ =]0 & & |,
0 0 2100 0 0 e?

mert f(x) = x1%ra f/(z) = 1002% és f”(x) = 990028, mig f(z) = e®-re f'(x) = f'(x) =

ea:

Az eredeti M matrix fiiggvényeit kiszamolhatjuk a PJ(M)P~! képlettel, ahol P osz-
lopai Jordan-bazist adnak, vagy Hermite-interpolacioval. Mintanak egy-egy fliggvényt
kiszamolunk az adott métrixokbdl.

Az A maétrixra a nagyon egyszerii A2 = 5A Osszefiiggés konnytivé teszi a hatvinyozast,
példaul kozvetleniil adodik, hogy A™ = 5""'A, ha n > 1, specidlisan A% = 5%A ¢s
még a tobbi fliggvényt is érdemesebb a Taylor-sorbdl kiszadmolni, mint az el6bb emlitett
modszerekkel:

f(A) = ;Oan" =col+ ) a5 A =l + <; cnS") = A = ol + (f(5) — co)z A

n=1

Speciélisan f(z) = e*-re

A =T+ ( — l)éA,
tehat az az 5 x 5-6s métrix, amelynek mindegyik diagonalis eleme 65; 4 a t6bbi pedig Q‘)T_l
A B matrixhoz konnyti Jordan-bézist talalni: az eredeti eq, es, e3, €4, €5 bazisban csak
az elsé elemet kell megduplazni, hogy a masodik oszlop els6 eleme (az ey képében az elsé
baziselem egyiitthatoja) 2 helyett 1 legyen, és ez a tobbi oszlopot nem befolyasolja (az
els6 elem igy is, gy is sajatvektor, mas béaziselem képében pedig nem jelenik meg az els6
baziselem). Tehat példaul

2 0 0] [eb 3eb 0| 1/2 0 O e 6e5 0
SB=PS3IBPpP-1_ |0 1 0 0 €8 0 0 1 0l=]0 ¢ 0
0 0 1 0 0 e 15 0 0 1 0 0 e 15

Az €€ kiszamitasahoz hasznaljunk Hermite-interpolaciét! 2 az egyetlen sajatérték, és ez
haromszoros multiplicitast (a minimalpolinomban is), tehat a keresett polinomnak a 0., 1.
és 2. derivaltja kell, hogy megegyezzen a 2-ben a megadott fliggvény és derivaltjai megfelels
értékeivel. Ha a polinom p(z) = a + bz + cx?, akkor ez a kovetkezs egyenletrendszert adja:

a + 206 4+ 4d¢ = é2 a = e? 1 2 4
b + 4c = & = = -2 = C=p(C)=e*|0 1 2
2¢c = ¢? c = %62 0 0 1

D permutéiciomatrix, amelynek a kobe I, ezért D' = DD = I33D = D.
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3. Legyen A 10 x 10-es valds mdtriz! Jelolje v; az A' rangjdt! Lehet-e az (r1,72,...) sorozat
eqyenld az alabbiakkal?

a) (5,6,...);

b) (9,8,7,....4,4,...);

Megoldds: a) Ez a rangsorozat nem lehetséges, mert Im A¥*1 < Im A* minden k-ra,
tehat a rangoknak is csokkenniiik kellene, itt viszont az 5 utédn 6 kévetkezik.

b) Ilyen rangsorozatot kaphatunk, ha egy olyan Jordan-matrixot vesziink, amelynek
egyetlen 0-blokkja van, igy ennek a hatvanyozasanil mindig 1-gyel cstkken a rang,
amig 0-va4 nem valik a blokk. Ez a rangsorozat szerint akkor kovetkezik be, amikor
a rang 4, ezért a 0-blokk 6 x 6-os. Ezt a 0-blokkkot kiegészithetjiik tetszdleges in-
vertalhato diagondalis blokkal, példaul egy 4 x 4-es egységmatrixszal.

4. Egy 10 x 10-es A mdtrixz sajdatértéker \y = 1, Ay = 2 Az A — M E hatvanyainak rangja
rendre 8,6,5,4,4. Az A — A E hatvdnyainak rangja rendre 7,6,6. Irjuk fel A Jordan-féle
normdlalakjat!

Megoldds: Irjuk fel egy tablazatba a rangok sorozatét (a nulladik hatvannyal, tehat
az egységmatrixszal kezdve). Ekkor a maéasodik differenciasorozat adja meg az adott
sajatértékhez tartozo adott mérets Jordan-blokkok szamat.

ko 1 2 3 4 5
r(A-T)*10 8 6 5 4 4

k o 1 2 3
r((A-2D%10 7 6 6
31 0
2 1

Tehat a Jordan-alakban egy 2 x 2-es és egy 4 x 4-es 1-blokk, és két 1 x 1-es és egy 2 X 2-es
2-blokk van. Azaz j(A) = diag(Jl, JQ, J3, J4, J5), ahol

0 1

1 1
lel :|7 J2: 0 2

D Js=12], Ji=[2], J5:[2 1]

OO O =
O O ==
O = = O
=]

5. Mutassuk meg, hogy ha két 3 X 3-as vagy 2 x 2-es komplex mdtrixz karakterisztikus polinomja
és minimdlpolinomgja megegyezik, akkor a két mdtrix hasonlo.

Megoldds: A karakterisztikus polinomban minden (z — \) gyoktényezs kitevsje legfoljebb
a = 3, a minimalpolinomban ezért csak 1, a — 1 vagy a lehet. A Jordan-normalalakban
az els6 esetben minden A-blokk 1 x 1-es, a masodikban van egy (a — 1) X (a — 1)-es A-
blokk, és akkor azon kiviil mér csak egy 1 X 1-es lehet, a harmadikban pedig egyetlen
a X a-as A-blokk van. Tehat ilyen méretd maéatrixokra a karakterisztikus polinom és a
minimalpolinom meghatarozza a Jordan-normaélalakot, igy ezek kozott az azonos karak-
terisztikus és minimalpolinommal rendelkezé matrixok Jordan-normaélalakja megegyezik,
vagyis az ilyen matrixok hasonlok egymashoz.

6. Van-e olyan 3 x 3-as Q feletti matrix, melynek minimadlpolinomja
a) ¥? —2
b) 2? +x
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Megoldds: a) ka(x) —1 f6egyiitthatés harmadfokt polinom, amelynek osztoja az z2 — 2,
és a gyokei csak +4/2, tehat vagy — (22 —2)(z —v2) = — (2% — /222 — 224 21/2), vagy
— (2% = 2)(xz 4+ V2) = —(2® + V222 — 22 — 2V/2), de egyik sem racionalis egyiithatos,
pedig egy Q folotti A méatrixra ka(z) = |A — 21| € Q[z]. Tehat nincs ilyen méatrix.
b) Az el6z6hoz hasonléan a karakterisztikus polinom ebben az esetben csak — (22 +x)x =
—2?(z + 1) vagy —(2? + z)(z + 1) = —z(x + 1)? lehet. Ilyen valéban eléfordul,
s6t az 5. feladat szerint ez a két méatrix hasonlosag erejéig egyértelmi is. Mivel a
matrix minimalpolinomjanak minden gyoke egyszeres, a matrix diagonalizdlhato, és
diagonalis alakja diag(0,0, —1), illetve diag(0, —1, —1), maga is Q f6lotti.

7. Mi lehet a Jordan-féle normdlalakja annak a komplex mdtriznak, melynek
a) karakterisztikus polinomja (x — 1)%, minimdlpolinomja (x — 1)*, az 1-hez tartozé Vi
sajdtaltér dimenzioja 2;
b) karakterisztikus polinomja —(x — \)7, minimdlpolinomja (x — \)3, dim(Vy) = 3, ahol
Vi a X sajdtértékhez tartozo sajdataltér?

Megoldds: a) 6x6-os matrix, amelynek csak 1 a sajatértéke, és a Jordan-norméalalakjaban
a legnagyobb blokk 4 x 4-es, és Osszesen két Jordan-blokkja van, tehat a Jordan-
normalalak egy 4 x 4-es és egy 2 x 2-es 1-blokkot tartalmaz.

b) Ez egy 7 x 7-es matrix, amelynek egyetlen sajatértéke a A, legnagyobb Jordan-blokkja
3 x 3-as, és Osszesen harom Jordan-blokkja van. 7-nek két ilyen felbontasa is van:
7T=3+3+1vagy 7=3+ 2+ 2, tehat kétféle Jordan-alak is lehetséges:

A1 0 0 0 0 07 A1 0 0 0 0 07
0O A1 0 0 0 O 0O A1 0 0 0O
0 0OA 0O 0 0O 00X 0 0 0O
00 0OA 1 0 O és 00 0OA 1 0 O
0 0 00O XN 1 0 0 000 X 0O
0 00O 0 X O 0 000 0 X 1

L0 0 0 0 0 0 A LO 0 0 0 0 0 Al

8. Hasonlosdg erejéig hany olyan komplex mdtriz van, melynek
a) karakterisztikus polinomja —(x — 1)3(z — 3)%;
b) minimdlpolinomja (x + 2)8, és sajdtaltere 2-dimenzids?
Megoldds: a) A Jordan-norméalalakban az 1-blokkok méretének megoszlasa lehet 3, 2+ 1
vagy 1 +1+1, a 3-blokkoké 4, 3+1,2+4+2,2+1+1vagy 14+ 1+ 1+ 1. Ez 6sszesen
3 -5 =15 lehettség.
b) A mimimalpolinombdl kévetkezik, hogy a méatrix egyetlen sajatértéke —2, és a legna-
gyobb Jordan-blokkja 6 x 6-os. A sajataltér dimenzidja miatt pedig csak két Jordan-
blokk lehet, igy a kisebbiknek a mérete 1, 2, 3,4, 5 vagy 6 lehet, ez 6sszesen 6 lehetGség.

9. Mi lehet az A% mdtriz minimdlpolinomja, ha A € M, [C] minimdlpolinomja (z + 1)??
Megoldds: Ha (A + I)? = 0, akkor (A +I)?(A —1)2 = (A% —1)2 = 0, igy A?
minimalpolinomja oszt6ja az (z — 1) polinomnak. Viszont z — 1 nem lehet, mert ha
A? — T = 0 lenne, akkor A minimalpolinomja oszt6ja lenne (x? — 1)-nek. Tehat A2
minimalpolinomja (z — 1)2.

Masképp: A Jordan-alakjaban, J(A)-ban csak 2 x 2-es és 1 x 1-es —1-blokkok vannak
(és van legalabb egy 2 x 2-es). J(A)? diagonalis blokkjai [(1) _ﬂ és [1] alakuak, tehat 1
az egyetlen sajatértéke, és (J(A)? — I)-nek a négyzete 0, de maga nem, tehat J(A)2-nek

és igy a hozza hasonlé A2-nek is a minimalpolinomja (x — 1)2.



