Bevezetés az algebraba 2 6. feladatsor 2020. mércius 23.

. Bizonyitsuk be, hogy egy A € C™*" matrix pontosan akkor ferdén énadjungalt, ha iA 6nadjungalt.

. Az alabbiak koziil melyik matrix hozhato valos vagy komplex diagonalis alakra? Lehet-e a diago-
nalizalé méatrix unitér/ortogonalis?
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a) Mutassuk meg, hogy a kovetkezd matrixok ortogonalisan hasonlok.

1 111 4 0 0 O
11 11 0 0 0O
A= 11 1 1}° b= 0 0 0O
1 1 11 0 0 0O

b) Hatarozzuk meg a hasonlosag ortogonalis matrixat!
c) Hatéarozzuk meg A karakterisztikus polinomjat!

. Milyen kupszeletet irnak le az alabbi egyenletek? Valtoztassuk meg a koordindtarendszert gy,
hogy az egyenletek a(z)? + b(y')? = c alakiiak legyenek!

a) 22 —day+y> +6y—2=0

b) zy =1

Egy ¢ bilinedris figgvény elfajuld, ha van olyan v # 0 vektor, amelyre o(x,v) minden x-re, vagy
ekvivalensen, ha a mdtriza nem invertdlhato.

. Hozzuk diagonéalis alakra az alabbi kvadratikus alakokat! Adjunk meg egy-egy bézist, amelyben
diagonalis alaktuak! Dontsiik el, hogy milyen a jellegiik! Adjunk meg olyan bilineéris fliggvényeket,
melyekhez ezek tartoznak! Elfajul6ak-e ezek a bilinearis fliggvények?

a) 3+ T172

b) % + 2175 + 223 + 4xox3 + 523

a) Mia o((x1,22), (y1,92)) = z1y1 + 2x1Y2 + x2y2 bilinearis fliggvény Gram-matrixa a standard
bazisban és az {(1,1),(0,1)} bazisban? Elfajulo-e ez a bilinearis fliggvény?

b) Mi a hozza tartozo kvadratikus alak?

¢) Mit mondhatunk a kvadratikus alak jellegérdl?

. Egy valos bilinearis fliggvény Gram-métrixa standard bazisban [é i}

a) Hatarozzuk meg, a hozza tartozo kvadratikus alak matrixat és jellegét!
b) Adjunk meg R%-ben olyan béazist, amelyben a kvardatikus alak négyzetosszeg, és irjuk fel ebben
a béazisban a kvadratikus alakot!

. Hozzuk kanonikus alakra az 5x2 +8xy + 5y — 182 — 18y +9 = 0 egyenletti masodrend(i gérbe egyen-
letét és abrazoljuk a gorbét és az 0j koordinatarendszer tengelyeit az eredeti koordindtarendszerben!
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. Egy valos bilinearis fliggvény Gram-matrixa standard bézisban
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Hazi feladatok
Beadasi hataridg: marcius 30.

A feladatokra teljes, tomér és wildgos megolddst kériink részletszdmitdsokkal, indokldssal, az
eredmény leirasa nem elegends. A feladatok egy pontot érnek, a csillagos kettét. A hétbdl hat
feladat megolddsdt adjuk be, ezekbdl legaldbb 4 pontot el kell érni. Egyiitt gondolkozni szabad, de
mas megolddsdt lemdsolni nem!

. Bizonyitsuk be, hogy normélis matrixnak skalarszorosa, hatvanya, inverze (ha van) és tran-

szponaltja is normaélis, de normalis méatrixok szorzata lehet nem normalis (adjunk ellenpéldat)!

a) Mutassuk meg, hogy a kovetkezd matrixok ortogonalisan hasonlok:

1 -1 1 30 0
A=|-1 1 -1}, D=0 0 0
1 -1 1 00 0

b) Hatarozzuk meg a hasonlosag ortogonalis matrixat!
c) Hatéarozzuk meg A karakterisztikus polinomjat!

. Hozzuk diagonéalis alakra az alabbi kvadratikus alakokat! Adjunk meg egy-egy bézist, amelyben

diagonalis alakiak! Dontsiik el, hogy milyen a jellegiik! Adjuk meg mindegyikhez a hozza tar-
toz6 szimmetrikus bilinearis fliggvényt, és adjunk meg valamelyikhez egy masik, elfajuld bilineéris
fliggvényt is.

a) 222 + 2x w9 + 202

b) 2% + 62122 + 23 + 8273

a) Mia o((z1,22), (Y1,y2)) = T1y1 + 221Y2 + 2x2ys bilineéris figgvény Gram-matrixa a standard
bazisban és az {(1,—1),(1,1)} bazisban?

b) Mi a hozza tartozo kvadratikus alak?

¢) Mit mondhatunk a kvadratikus alak jellegérdl?

1 4

2 10

a) Hatarozzuk meg, a hozza tartozo kvadratikus alak matrixat és jellegét!

b) Adjunk meg R%-ben olyan béazist, amelyben a kvardatikus alak négyzetosszeg, és irjuk fel ebben
a béazisban a kvadratikus alakot!

. Hozzuk kanonikus alakra az 8y? + 6zy + 6z — 2y — 1 = 0 egyenleti masodrendii gérbe egyenletét

és abrazoljuk a gorbét és az 14j koordindtarendszer tengelyeit az eredeti koordinatarendszerben!

Legyen A € C™*" egy 6nadjungalt matrix. Bizonyitsuk be, hogy az A, A%, A3, ... matrixok vagy
mind kiilonbozéek, vagy legfeljebb két kiillonbo6z6 van koztiik!



