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. Mutassuk meg, hogy az n X n-es ortogondlis madtrixok csoportot alkotnak, azaz ortogondlis
mdtrizok szorzata ortogondlis, inverze ortogondlis €s az eqységmdtrixz ortogondlis.
Megoldds: Ha A=' = AT ¢és B~! = BT akkor (AB)™! = B~'A~! = BT AT = (AB)7,
(A D) L=A) =AY es TP =T=1T.

. Melyik szemiortogondlis az aldbbi mdtrixok kozil? A szemiortogondlisoknak melyik oldali
inverze létezik? Adjuk is meg a megfeleld egyoldali inverzeket!

cosx —sina 0 1 1 0

sinae  cosa O -1 1 0

A= 0 0 0]’ B= 0O 0 O
0 0 1 0 0 1

Megoldas: B nem szemiortogondalis, mert bar a sorai és oszlopai is ortogonalisak, nem
alkotnak ortonormaélt rendszert. A oszlopai viszont ortonormalt rendszert alkotnak, ezért
AT A = I, vagyis A bal inverze AT

1 3 9
. Legyen A = _1 g é . Hatdrozzuk meg az A madtriz QQR-felbontdsdt, valamint teljes
-1 3 -3

QR-felbontdsdt Gram—Schmidt-féle ortogonalizdcioval!

Megoldds: Végezziik el az ortogonalizalast matrixosan, oszlopmiiveletekkel! Mivel az elsd
két oszlop ortogonalis egymaésra, csak a harmadik vektort kell erre a kettSre ortogonalizalni.

1 3 9 1 | 1 9 1 1 ] 5
—1 3 1 —1 ‘ 1 1 03>—>03—401 _1 1 ‘ 5 03+—03—309
13 5] 7| 11 5 11 | 1] 7
-1 3 -3 1 | 1 -3 -1 1 | 1
1 1 2 1 1 1
11 2 1|-1 1 1 . 208
1 1 -2 2 1 1 -1 0 0 4
-1 1 -2 -1 1 -1

A teljes felbontashoz Q-t kell kiegésziteni ortogonalis matrixsza, példaul egy negye-
dik, fiiggetlen vektor ortogonalizalasaval: (1,0,0,0) — %(1,—1,1,—1) — %(1,1,1,1) —
%(1, 1,-1,-1) = i(l, —1,—1,1) = a negyedik vektor %(1, —1,—-1,1), és a felbontas

11 1 1772 0 8
q_Ll-t 1 1 -1ff0 6 6
2| 11 -1 —1||0 0 4
-1 1 -1 1Jlo 0o 0

a) Irjuk fel azt a 2 x 2-es forgatdsmdtrizvot, amely az (1,2) vektort elforgatja a (v/5,0)
vektorba!

b) Irjuk fel av = (1,—1,1, —1) normdlvektori hipersikra valé Householder-tiikrézés stan-
dard matrixzdt!

c¢) Irjuk fel annak a Householder-tikrézésnek a mdtrizdt, amely a v = (1,—1,1,—1)
vektort olyan vektorba viszi, amelynek csak az elsd koordindtdja nem nulla, és az elsé
koordindta negativ! Milyen normdlvektori hipersikra tikroz ez a transzformdcio?
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. , L, 1
Megoldds: a) A forgatasmatrix 7 [ }
1 -1 1 -1 1 1 -1 1
e 2 1 1 -1 I ] 1 1 1 -1
b) A tiikrézés métrixa I — % 1 -1 1 -1 >l 1 1 1 1
-1 1 -1 1 1 -1 1 1
c) ||[v|| = 2, igy a hipersik normélvektora (—2,0,0,0) — (1,—-1,1,-1) = (3,1, —-1,1), és
9 -3 3 -3 -3 3 -3 3
. -3 1 -1 1 3 5 1 -1
vl e . 2 _1
a tikrozés matrixa I — 35 3 1 1 1| =623 1 5 1
-3 1 -1 1 3 -1 1 5
-4 -5 7
5. Hatdrozzuk meg az A = 3 10 1| madtrix QR-felbontdsdt Givens-forgatdsok
0 —-12 1
segitségével!
Megoldds:
-4 3 0][-4 57 (5 10 -5
Q1A = R -3 —4 0 3 10 1{=1]0 -5 =5
0 0 5 0 —12 1 |0 —12 1
;1 [13 0 0 5 10 —5] 5 10 -5
Q201A = 3 0O -5 —-12|-]0 -5 —-5|=1]0 13 1
0 12 =5 0 —12 1] 0 0 -5

A kapott matrix ugyan fels§ haromszog alaka, de nem elégiti ki azt a feltételt, hogy
a diagondlis elemei pozitivak legyenek. Ennek eléréséhez a végén még egy tikrozést is
kell hasznalni (mivel det A < 0, a forgatasok pedig iranyitastartok, tehat pozitiv de-

terminénsiak, nem is volt esély arra, hogy csupan forgatésokkal megkaphassuk az R
matrixot).

10 5 10 =5 5 10 -5
QR3Q:01A= {0 1 O 13 11 =10 13 1| =R, és
0 0 -5 0 0 5
— -5 7 —-10 15 —52 15 36
Q=AR'= 10 1 5 —1 =& 39 20 48
—12 1 0 13 0 —60 25
1 0 1
6. Hatdrozzuk meg az A = | =2 2 3| mdtrix QR-felbontdasat Householder-tikrozések
2 5 7

segitségével!

Megoldds: Az els§ tiikrozés az (1, —2,2) vektort viszi a (3,0,0)-ba, azaz a (2,2, —2), vagy
kényelmesebben az (1,1, —1) normalvektoru sikra tiikroziink.

1 -2 2 1 01 3 2 3
@QA=3|-2 12/ |-2 2 3/=1045
2 21 2 5 7 035
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A mésodik tiikrozés az els6 koordinatat helybenhagyva az yz-sik (4, 3) vektorat viszi az
(5,0) vektorba. Ez az yz-sikon az (1, —3) normélvektora egyenesre valo tiikrozés, amelynek

4 3
- . l -
matrixa ¢ l?) _4},tehat
1 5 0 0 3 2 3 3 2 3
QA=< 10 4 3 0 4 5|=|05 7
0 3 —4 0 3 5 0 0 —1

Végiil a z tengelyen kell egy tiikrozést végrehajtanunk, mig az x, y koordinatasikot hely-
benhagyjuk.

1 0 0 3 2 3 3 2 3
Q3Q:Q1A=10 1 0 05 7|=|05 7|=R
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
és
1o 1] {[5 -2 -1 ] 5 —2 14
Q=AR'=|-2 2 3|-—|0 3 —21|=—|-10 10 5
2 5 7| Plo o 15| ] 10 11 -2

. Tekintsik a 3. feladatbeli A mdtrixot. Hatdrozzuk meg az Ax = b linedris egyenletrendszer
egyetlen legjobban kozelitd megolddsdt QR-felbontds segitségével, ha b = (0,0,0,1). Miért
van csak eqy legjobban kézelité megoldds?

Megoldds: Az Rx = Q7'b egyenletet kell megoldanunk:

2 0 8 S B S| ~1/2 1/4
06 6|x==|[1 1 1 1|b=]| 1/2| = x=]|5/24
00 4 1 1 -1 -1 ~1/2 ~1/8



