Bevezetés az algebraba 2 5. feladatsor 2020. marcius 9.

. Szamitsuk ki az a = (1,i,1 4+ 1) és b= (1 —1i,i,1 + i) vektorok skaldris szorzatdt és tdvolsdgdt!

Megoldds: (a,b) =1(1—i)—i-i+ (1 —d)(1+17) =4 —1.
la—b| =(i,0,0)| = 1.

. Ortogonalizdljuk a C*-beli {(i,0,1), (1,i,1 4 i)} vektorrendszert, és egészitsiik ki C* ortogondlis
bdzisava! Tegqyiik ortonormdlttd ezt a bdzist!

Megoldds: Egészitsiik ki rogton bazissa a by = (4,0,1), by = (1,7, 1+ 1) vektorrendszert, mondjuk,
a by = (0,0,1) vektorral, és ezt a bazist ortogonalizaljuk, akkor az 0j bazis els§ két vektora az
eredeti vektorrendszer ortogonalizaltja lesz.

C1 = b1 = (i,O, 1),

)y =by —g5¢1 = (1 34, i, 5 +1). Legyen cp = 2¢5 = (2 —4, 2i, 1+ 2i).

¢y =bz —1ci — ey =(0,0,1) — 1(4,0,1) — L (—5i,4 + 2i,5) = L(—i,—2 — 4, 1).

Legyen c3 = (—i,—2 — 4, 1).

Tehat az eredeti vektorrendszer ortogonalizaltja {(4,0,1), (2—i, 2i, 1+2i) }, az ennek kiegészitésével
kapott ortogonalis bazis {(¢,0,1), (2 — 4,2i,1 + 2i), (—i,—2 — 4,1)}, az ortonormélt pedig
{ %(27 07 1)7 \/%(2 - ia 227 1 + 22)7 %(_ia -2 - Z.7 1) }

. Legyen x,y € R". Bizonyitsuk be, hogy az x + iy € C" wvektor pontosan akkor merdleges a kon-
jugdltjdra, ha x ésy a valds euklideszi térben azonos hossziusdgiu, eqymdsra merdleges vektorok!

Megolddas:

(x —iy, x +iy) = (x,x) + (x,iy) + (—iy,x) + (=iy,iy) = (X,x) +i (x,y) +i(y,x) +i-i(y,y) =

= x> = [y +i(x,y) +ilx,y) =[x = |y +2i(x,y) =0 & [x*—[y[*=06s (x,y) =0
& x| =ly| és xLy.

. Déntsiik el az aldbbi mdtrizok mindegyikérdl, hogy dnadjungdlt, ferdén dnadjungdlt, unitér, illetve
normdlis-e?
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Megoldds: B 6nadjungalt, ezért normalis is, de nem ferdén énadjungalt, és nem unitér. C' unitér,
ezért normalis is, de nem Onadjungalt, és nem is ferdén Onadjungalt. A nem unitér, nem OSnad-
jungélt, és nem ferdén 6nadjungalt. A normalitast ellenérizhetjiik az A*A = AA* egyenlGséggel,
vagy észrevehetjiik, hogy A egy unitér (és igy normalis) matrix skalarszorosa, ezért maga is normalis.
Végil D szintén nem 6nadjungalt, ferdén 6nadjungalt vagy unitér, és a normalitast ellendrizve azt

latjuk, hogy D*D = [1 2], mig DD* = [ > , ezért D nem is normalis.
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. Bizonyitsuk be, hogy eqy A n X n-es valds (illetve komplex) mdtriz pontosan akkor szimmetrikus
(onadjungdlt), ha minden x,y € R" (illetve x,y € C") vektorra (Ax,y) = (x, Ay).

Megoldds: Elég az altalanosabb, komplex esetet bizonyitani. Ha A 6nadjungalt, akkor (Ax,y) =
(Ax)*y = x*A*y = x* Ay = (x, Ay) minden x, y-ra.

Ha (Ax,y) = (x,Ay), azaz x*A*y = x*Ay minden x,y-ra, akkor x = e;-re és y = ej-re is igaz
minden 4,5 esetén. De tetszéleges M matrixra ef Me; = el Me; = m;j, a métrix i. sorénak j.
eleme, ezért A* minden eleme megegyezik az A megfelel§ elemével, vagyis A* = A.
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mdtriz Schur-felbontdsdt!
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Megoldds: Legyen A a feladatban megadott méatrix. A karakterisztikus polinomja (z — 1)(2? —
4z +4) = (z —1)(z — 2)%. A X = 1 sajatértékhez sajatvektor az es, és ezt konnyen kiegészithetjiik
ortonormalt bazissa: {es,e1,es }, tehat eldszor a Q1 = [es €1 €3] matrixot hasznaljuk:

0 0 1 1 1 0][0o 10 1 -4 7
Q'AQ =QTAQ, =1 0 0| |-1 3 0[]0 0 1[{=]0 1 1
0 1 0||—-4 7 1|1 0 0 0 -1 3

A jobb als6 sarokban levd 2 x 2-es matrixnak sajatértéke a 2, amelyhez tartozo sajatvektor (1,1),

igy ennek a haromszog alakra hozasahoz az { %(1, 1), \/Li(l, —1) } bazist hasznaljuk, mikozben az

elsé koordinatan trivialisan hatunk.
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mdtrizot, amely hasonld A-hoz, és még csak nem is normdlis!

mdtrix onadjungdlt és unitér (igy persze normdlis is). Keressiink egy olyan B

Megoldds: Barmely olyan nem normaélis 2 x 2-es méatrix megfelel B-nek, amelynek a sajatértékei
1 és —1, mert az diagonalizalhato, és A a diagonélis alakja. Legkonnyebb egy ilyen maétrixot a
haromszogmatrixok kozott keresni, akkor csak az kell, hogy 1 és —1 legyenek az atlojaban (és ne
legyen normalis). Példaul a 4. feladat D méatrixa megfelel.



