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. Bizonyitsuk be, hogy egy A € C™*™ mdtriz pontosan akkor ferdén énadjungdlt, ha iA onadjungdlt.

Megoldds: (iA)* = iA* = —iA*, tehat
A ferdén 6ndajungalt & A* = —A & —iA* =iA & (iA)* =iA < iA 6ndajungalt.

. Az aldbbiak kozil melyik mdtriz hozhatdé valds vagy komplex diagondlis alakra? Lehet-e a diago-

nalizdld mdtriz unitér/ortogondlis?

02 -1 1 0 0 .
A=10 1 2|, B:[ig _gg} c=12 1 of, D:[li. 1;}
00 3 3 -1 1 !

Megoldds: Az A matrix diagonalizalhato R folott is, mert van n kiillonbozs valos sajatértéke, de
nem lehet unitéren diagonalizalhatd, mert valés sajatértékek esetén ennek onadjungaltnak kellene
lennie, és lathatoan nem az (vagy hivatkozhatunk az 1. feladatbeli lemmara).

B unitér, tehat unitéren is diagonalizadlhaté. Viszont a diagonalis alak nem lehet valés, mert akkor
a matrix onadjungalt (azaz valos lévén szimmetrikus) lenne.

C haromszogmatrix, ezért leolvashato rola, hogy csak az 1 a sajatértéke, haromszoros algebrai
multiplicitdssal. Ha diagonalizalhato lenne, akkor az I métrixhoz lenne hasonlé, de az I-nek minden
konjugaltja 6nmaga. Tehéat C' egyaltalan nem diagonalizalhato.

D 6ndajungalt, ezért unitéren valos diagonalis alakra hozhato. Osszefoglalva:

A|B|C|D
diag. alak Rvagy C |[R|C|—| R
unitéren diag.-hat6? |n| i|n| @

a) Mutassuk meg, hogy a kévetkezé mdtrizok ortogondlisan hasonldk.

1 1 11 4 0 0 0
1 1 11 0 0 0 O
A= 11 1 1(° b= 0 0 0 O
11 11 0 00 O

b) Hatdrozzuk meg a hasonldsdg ortogondlis mdtrixzat!
¢) Hatdrozzuk meg A karakterisztikus polinomyjat!

Megoldds: a) Mivel a matrix szimmetrikus, a f6tengelytétel szerint ortogonalisan diagonalizalhato.
Csak a sajatértékeket kell meghatérozni. Lathato, hogy r(A) = 1, igy a 0-hoz tartozo sajataltér
dimenzi6ja 4—1 = 3. Tehat a 0 haromszoros sajatérték, s mivel a nyom 4, a negyedik sajatérték
csak 4 lehet, vagyis A diagonalis alakja valoban D. (Mellesleg, kénnyen lathato is, hogy minden
sorosszeg 4, igy az (1,1,1,1) vektor sajatvektor, A = 4 sajatértékkel.)

b) A 0-hoz tartozd sajataltér az (1,1,1,1)% =: W, tehat merSleges a 4-hez tartozod
sajatvektorra (ez a normalitasbol is kovetkezik).  Csak W-hez kell ortogonélis bazist
talalni. Ezt megoldhatjuk a Gauss-eliminéciobol kapott {(—1,1,0,0), (—1,0,1,0),(-1,0,0,1) }
bazis ortogonalizalasaval, vagy eleve az (1,1,1,1) ortogonalis kiegészitésével, de kereshetiink
szép bazist: az (1,1,1,1)-re merdleges (£1,4+1,+1,+1) vektorok koziil (tehat amelyek-
ben két plusz és két minusz van) konnyen kivalogathatunk egymésra merdlegeseket:
{(1,1,-1,-1),(1,-1,1,—1),(1,—1,—1,1) }. Az R* igy kapott bazisat lenormalva a kivetkezs
ortogonélis attérési métrixot kapjuk:

1 1 1 1
1|1 1 -1 -1
211 -1 1 -1

1 -1 -1 1

c) Hasonlo matrixok karakterisztikus megegyezik, ezért elég ezt a D-re felirni, és D-bdl egyszertien
leolvashato, hogy a karakterisztikus polinom (z — 4)x3.
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4. Milyen kupszeletet irnak le az alabbi egyenletek? Viltoztassuk meg a koordindtarendszert gy, hogy
az egyenletek a(x')? + b(y')? = ¢ alakiak legyenek!
a) 2 —dry+y®* +6y—2=0
b) zy =1

Megoldds:  a) Teljes négyzetté valo kiegészitéssel: z2 — dxy + y? + 6y — 2 = (v — 2y)? — 3y* +

6y — 2= (v —2y)% —3(y — 1) + 1, tehat az 2’ = x — 2y és ¥’ = y — 1 helyettesitéssel a gorbe
egyenlete (2/)? — 3(y')? = —1. Ez egy hiperbola egyenlete, de a koordinatatranszformacié nem

egybevagosag:
x| | +2y+2] |1 2| | + 2
yl v +1 |0 1|y 11’

tehat az 0j koordinatarendszert ugy kapjuk meg a régibdl, hogy az (1,0) és (0, 1) bazisvektorok
helyett az (1,0), (2, 1)-et valasztjuk, és az origot a (2, 1) pontba toljuk. A késébbi modszerekkel
el lehet érni, hogy az egyenletben szerepld kifejezést egybevagosagi transzforméacioval hozzuk
négyzetosszeg alakra.

zy=1(z+y)?—La—y)? =1 azazaz 2’ = x+yésy = x—y, vagy masképpen z = 1(2' +y/)

és y = (2’ — y/) koordindtatranszformacioval az (2')*> — (y')? = 4 alakra jutunk. Itt az
1

. . . . 1 1 .
Attérés linedris transzformécio, amelynek matrixa 3 [1 _J. Ez ugyan nem ortogonalis, de

ha helyette a P = % [i _ﬂ matrixot hasznéljuk, akkor az (z')? — (y')? = 2 hiperbola-

egyenletet kapjuk, és ez mar mérettarté transzformaécio.

Egy ¢ bilinedris figgvény elfajuld, ha van olyan v # 0 vektor, amelyre o(x,v) minden x-re, vagy
ekvivalensen, ha a mdtriza nem invertdlhato.

5. Hozzuk diagondlis alakra az aldbbi kvadratikus alakokat! Adjunk meg egy-egy bdzist, amelyben di-
agondlis alakidak! Déntsik el, hogy milyen a jellegiik! Adjunk meg olyan bilinedris fiigguényeket,
melyekhez ezek tartoznak! Elfajuldak-e ezek a bilinedris fliggvények?

a) ¥3 + x170

b) 23 + 2x129 + 223 + dx973 + 523
Megoldds: A kvadratikus alak méatrixat diagonalizalhatjuk ortogonalis transzformécioval (mivel @
ortogonalisra Q1 AQ = QT AQ) vagy szimultan sor-oszlopmiiveletekkel.

a)

b)

1
A= [ } 6} karakterisztikus polinomja z2 — z — i, sajatértékei %(1 + v/2) (mar ebbdl is
2
leolvashato, hogy a kvadratikus alak indefinit), ortonormaélt sajatbézisa
{ 4;\/5(1 +/2,1), ﬁ(l —V?2, 1)}, és ebben a diagonélis alakja diag <1+2‘/§, 1_2‘/5).

Lényegesen szebb alakot kapunk szimultan sor-oszlopmiiveletekkel. Itt az dttérés matrixat gy
kaphatjuk meg, ha az I egységmatrixra is végrehajtjuk az elvégzett oszlopmiiveleteket, azaz
mikézben A-bol PT AP lesz, I-bsl IP = P.

|

_1
és az attérés matrixa: [é ﬂ osFkor [(1) 21] = P. Tehat ezt a diagonalis alakot kapjuk a

B = {(1,0), (—%, 1) } bazisban. De vannak olyan esetek, mint példaul egy masodfoku gorbe
kanonikus alakra hozasa, amikor elengedhetetlen, hogy ortogonalis transzforméaciét hasznaljunk
a diagonalizalédshoz, hogy ne torzitsuk a gorbét.

Szimultan sor-oszlopmiiveletekkel:

% sor |1 1 oszlop |1 0 . .
ol 7 o 7 = 0 _1 a diagonélis alak,
4 1

N~ =

sor
=

w
(o}
3

oszlo oszlo
iy P iy /g

O = =
NN =
ot N O
o O -
N — =
ot N O
O O =
N = O
ot N O
O O =
O = O
— N O
o O -
o = O
_ o O
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Ebbdl leolvashato, hogy a kvadratikus alak pozitiv definit, egyik diagonalis alakja az
egységmatrix, és az ehhez tartozé attérési matrix:

1 00 Cfr 1o o2
01 0|10 1o "o 1 —2|=pr
0 0 1 0 0 1 0 0 1

tehat az uj bazis B = {(1,0,0),(—1,1,0),(2,—2,1) }.
Ellenérizhetjiik, hogy PT AP = I a diagonalis alak.
Tobbféle bilinearis fliggvényt is talalhatunk, amely ugyanezt a kvadratikus alakot adja, bar koziiliik
csak egy szimmetrikus.
1 a
l1—a O

a) A lehetséges bilineéris fiiggvények matrixai [ ], ahol a € R tetszdleges. Ezek koziil 0

determinanstut kapunk, ha a = 0 vagy a = 1, tehat az H 8} és [(1) (1)] elfajulok, a tobbi

nem.
b) A lehetséges bilinearis fiiggvények matrixai:

1 a b
2—a 2 cl,
-b 4—¢ 5

de semelyik sem lehet elfajuld, mivel a kvadratikus alak pozitiv definit. Ha egy bilinearis
fiiggvény elfajuld, azaz van olyan y # 0, amelyre x” By = 0 minden x-re, akkor y’ By = 0,
tehat a kvadratikus alak nem lehet se pozitiv, se negativ definit.

6. a) Miap((z1,22), (Y1,y2)) = x1y1 + 221Y2 + x2Yy2 bilinedris figguény Gram-mdtriza a standard
bazisban és az {(1,1),(0,1)} bazisban? FElfajuld-e ez a bilinedris figgvény?
b) Mi a hozzd tartozoé kvadratikus alak?
c) Mit mondhatunk a kvadratikus alak jellegérdl?

Megoldds: a) A ¢ Gram-matrixa a standard és a masik bazisban

127 . Tan |1 171 2]7[1 0] [4 3
A_[O 1], iletve pAp_[O 1} [0 1] [1 1}_[1 1]

Nem elfajuld, mert a matrix determinénsa nem 0.
b) A kvadratikus alak ¢((x1,22), (z1,22)) = 22 + 23129 + 22,

c) A kvadratikus alak maéatrixa 1 1 , amelynek sajatértékei 0,2, tehat a kvadratikus alak
pozitiv szemidefinit.
e o .. 1 2
7. Egy valds bilinedris figguény Gram-mdtriza standard bdzisban 3 4

a) Hatdrozzuk meg, a hozzd tartozd kvadratikus alak mdtrizdt és jellegét!

b) Adjunk meg R%-ben olyan bazist, amelyben a kvardatikus alak négyzetisszeg, és irjuk fel ebben
a bdzisban a kvadratikus alakot!

Megoldds:

1 5 sor 1 5 oszlop 1 0 1 0| oszlop 1 .1
S E TSR U 1 PO R 1) Rl P

Tehat a kvadratikus alak indefinit, az j bazis B = {(1,0), (—5,1) }. A kvadratikus alak a standard

/
bézisban 2% + bx1ze + 23, a B-ben felirt négyzetdsszeg alakja pedig (z))? — (x5)?, ahol [ié] =

p-1|T| _ $1+%$2
T2 i) ’
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. Hozzuk kanonikus alakra az 5x%+8xy+5y? —182—18y+9 = 0 egyenletd mdsodrendd gérbe eqyenletét
€s dbrdzoljuk a gorbét és az uj koordindtarendszer tengelyeit az eredeti koordindtarendszerben!

Megoldds: Olyan derékszorgti koordinatarendszert kell valasztanunk, amelyben a polinom
kvadratikus része a koordinatak négyzeteinek lineédris kombinaci6ja. Tehat ortogonalis matrixszal

kell a kvadratikus alak A = i ;l] matrixat diagonalis alakra hozni. Mivel D = Q7 'AQ = QT AQ,

a (Q-val valo konjugalés a kvadratikus alakot is négyzettsszeg alakra hozza:

l=eln] = e waly] =t ieraelh| =1 vin |y

A sajatértékei 9 és 1, a hozzatartozo ortonormalt sajatbézis {%(1,1), %(—1,1)}, és Q =

1 [1 _1], amibdl 5z% + 8zy + 5y? = 9(x')? + (y')?, és az

V2l o1
1 .7 1 .7
L[]

koordinatacserével a gorbe egyenlete 0 = 522 4 8xy+5y> — 182 — 18y +9 = 9(2')? + (/)% — 9v2(2' —
Y) =2 +y") +9=9((2)% - 2v2z") + ()2 + 9 =9(z' — v2)? + (v)? — 9 teljes négyzetekke
valo kiegészitéssel, amibdl egy 2 = 2/ — /2 és y’ =y eltolassal az

(z")? + (%)2 =1

kanonikus alakhoz jutunk. Ez egy ellipszis egyenlete, amelynek (az 0j koordinatarendszerben) a
kozéppontja az origd, a vizszintes féltengelye 1, a fiiggSleges 3 hosszu. A régiben ezek a tenge-
lyek az (1,1), illetve (—1,1) béazisvektorokkal parhuzamosak, de a méretiik ugyanakkora, mivel
ortogonélis transzforméciot alkalmaztunk, és a kozéppont egyenlete az x” = 0, y” = 0 értékekbsl
visszaszamolva (z,y)” = Q(2',y")T = Q(v/2,0)T = (0,1)7.



