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. Bizonyitsuk be, hogy egy A € C"*™ mdtrixz pontosan akkor ferdén énadjungdlt, ha iA onadjungdlt.

Megoldds: (iA)* = iA* = —iA*, tehat
A ferdén 6ndajungilt & A* = —A & —iA* =iA & (iA)* = iA & iA 6ndajungalt.

. Bizonyitsuk be, hogy normdlis mdtriz kilonbozd sajdtértékeihez tartozo sajdtalterer merdlegesek
egymdsra, pontosabban
a) A € C"™™ pontosan akkor normdlis, ha C" az A sajdtaltereinek ortogondlis direkt dsszege (azaz
a komponensek pdaronként merdlegesek egymdsra);

b) A€ R"™™"™ pontosan akkor szimmetrikus, ha R™ az A sajdtaltereinek ortogondlis direkt dsszege

Megoldds:  a) Tegyiik fel, hogy A normalis, és legyenek a kiilonbo6zs sajatértékei Ay, ..., A\, A
spektraltétel miatt van A-hoz C"-nek ortonormalt sajatbazisa. Legyen U; az ezek koziil a \;-hez
tartozo sajatvektorok altal kifeszitett altér. Ekkor V' = C" az U;-k ortogonalis direkt Osszege.
Masrészt U; < V), minden i-re, igy n = > dimU; < ) dim V), < n, tehat U; = V), Vi, azaz
C™ a V),-k ortogonalis direkt Osszege. Ebbgl kovetkezik, hogy a kiilonb6z6 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok merélegesek egymasra.

Forditva, ha C" = @V, ortogonalis direkt Osszeg, akkor a sajatalterek egy-egy ortonormalt
bazisanak (amelyek léteznek, mert V),-k is euklideszi terek) unidja V-ben ortonormélt
sajatbazis, igy A normalis.

b) Ugyantugy, mint a komplex esetben, csak itt a valos f6tengelytétel kovetkezményét kell
hasznalni: A € R™*" pontosan akkor szimmetrikus, ha R"-ben van A-hoz tartoz6 ortonorméalt
sajatbazis.

. Az aldabbiak kozil melyik mdtrixz hozhaté valds vagy komplex diagondlis alakra? Lehet-e a diago-

nalizdlé mdtriz unitér/ortogondlis?

02 -1 1 0 0 .
A=1l0o 1 2|, B:B?i _gfﬂ c=12 1 of, D:[liz’ 151}
00 3 3 -1 1

Megoldds: Az A maéatrix diagonalizalhatdo R f6l6tt is, mert van 3 kiilonb6zd valds sajatértéke
a 3 X 3-as métrixnak, de nem lehet unitéren diagonalizadlhatd, mert akkor normaélis lenne, de
haromszogmatrix csak akkor lehet normalis, ha diagonalis.

B unitér, tehat unitéren is diagonalizalhat6. Viszont a diagonalis alak nem lehet valés, mert akkor
a matrix onadjungélt (azaz valos lévén szimmetrikus) lenne.

C héaromszogmatrix, ezért leolvashatd rola, hogy csak az 1 a sajatértéke, haromszoros algebrai mul-
tiplicitassal. Ha diagonalizalhat6 lenne, akkor az I méatrixhoz lenne hasonld, de az I-nek minden
konjugaltja 6nmaga. Tehat C' egyaltalan nem diagonalizalhato.

D éndajungalt, ezért unitéren valos diagonalis alakra hozhato. Osszefoglalva:

AlB|C|D
diag. alak R vagy C |[R|C|—| R
unitéren diag.-haté? | n| i| n| ¢

. Milyen kupszeletet irnak le az aldbbi egyenletek? Viltoztassuk meg a koordindtarendszert gy, hogy
az egyenletek a(x')? 4+ b(y')? = ¢ alakiak legyenek!

a) 22 —dzy +y? +6y—2=0

b) zy=1

Megoldds:  a) Teljes négyzetté valo kiegészitéssel: x2 — dzy + y? + 6y — 2 = (v — 2y)? — 3y* +
6y — 2= (v —2y)% —3(y — 1) + 1, tehat az 2’ = x — 2y és ¥ = y — 1 helyettesitéssel a gérbe
egyenlete (z')2 — 3(y’)? = —1. Ez egy hiperbola egyenlete, de a koordinitatranszformacié nem

egybevagosag:
x| |2 +2y+2] |1 2| n 2
yl v +1 10 1|y 11’
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tehat az 0j koordinatarendszert gy kapjuk meg a régibdl, hogy az (1,0) és (0, 1) bazisvektorok

helyett az (1,0), (2,1)-et valasztjuk, és az origot a (2,1) pontba toljuk. (Ortogonalis transz-

formécioval és eltolassal is lehet diagonalizalni, ha pontosan szeretnénk abrazolni a gorbét,
mint a 6. feladatban.)

b) zy = 1(z+y)?—L(z—y)? =1, azazaz 2’ = x+y ésy =z —y, vagy masképpen z = 1(z/+y/)

Lz’ — y") koordinatatranszformacioval az (z')? — (/)2 = 4 alakra jutunk. Itt az

és = s(x
y = 5(

o L o 1 1 1
attérés linearis transzformécié, amelynek matrixa % [1 _1} . Ez ugyan nem ortogonélis, de

_ o1 |1 1
ha helyette a P = 71 1

egyenletet kapjuk, és ez mar mérettart6 transzforméacio.

matrixot hasznaljuk, akkor az (z')? — (y')? = 2 hiperbola-

5. Hozzuk diagondlis alakra az x2 + 223 + 23 + 22179 + 2w923 kvadratikus alakot! Adjunk meg egy
bdzist, amelyben diagondlis alaku!

Megolddas: A kvadratikus alak méatrixa

1 1 0
A=1|1 2 1
0 1 1
ka(x) = —(z—3)(x—1)z, és az egyes sajatértékekhez tartozod egy-egy normalt sajatvektor: A\ = 3-
hoz % 1,2,1), Ay = 1-hez %(1,0,—1), és A3 = 0-hoz %(1,—1,1) ortonormélt bazist alkotnak.
Tehat
1 V3 V2 300
1 -1 T
Q=—1|2 0 —V2|-re@Q A0 =0QT4Q=1]0 1 0
Vel 3 e 00 0

A kvadratikus alak az 6j bazisban 3(z})? + (z5)2.

6. Hozzuk kanonikus alakra az 522 +8xy+5y? —18x—18y+9 = 0 egyenletdi mdsodrendii girbe eqyenletét
€s dbrdzoljuk a gorbét és az uj koordindtarendszer tengelyeit az eredeti koordindtarendszerben!

Megoldds: Az egyenlet métrixos felirasa:

[z y] {i g] [z]ﬂ—lg —18][5}—%9:0.

Z 451} méatrixat ortogonalisan diagonalizaljuk.

A sajatértékei 9 és 1, a hozza tartozo ortonormalt sajatbazis { %(1, 1), %(—1, 1)},
1 -1 9 0

) _ 1 Tie 1A fp -1 _ 0T _

ésa @ = 7 [1 1} ortogonalis méatrixszal Q~"AQ = Q* AQ [O 1] .

Attérve az 1j bézisra:

_ /
[z] = % [1 ” [z, ] Az egyenlet az 14j koordinatarendszerben:

A kvadratikus alak A = [

0=[2" ¥ ]1QTAQ [g:] +[-18 —18]Q [;ﬂ +9=9")?+ () +[-18vV2 0] [“’Zﬂ 49—
=9(z")? + (1)* = 18V22' +9 = 9(2" — v2)* + (')* - 9,

amibdl egy 2" = 2’ — /2 és y" =1/ eltolassal az

(") + <y3H>2 =1

kanonikus alakhoz jutunk. Ez egy ellipszis egyenlete, amelynek (az 0j koordinatarendszerben) a
kbzéppontja az origd, a vizszintes féltengelye 1, a fiiggSleges 3 hosszu. A régiben ezek a tenge-
lyek az (1,1), illetve (—1,1) béazisvektorokkal parhuzamosak, de a méretiik ugyanakkora, mivel
ortogonalis transzformaciot alkalmaztunk, és a kozéppont egyenlete az x” = 0, vy = 0 értékekbdl
visszaszamolva (z,4)T = Q(2',y")T = Q(+v/2,0)T = (1, 1)T.



