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Csoportelmélet 5. feladatsor 2012. maércius 8.

. Bizonyitsuk be, hogy n < 6-ra S,,-nek minden nilpotens részcsoportja kommutativ vagy p-

csoport. Keressiik meg (konjugaltsag erejéig) S7-ben az Gsszes nem kommutativ nilpotens
részcsoportot!

. Bizonyitsuk be, hogy ha M maximaélis részcsoportja egy G véges feloldhaté csoportnak,

akkor |G : M| primhatvény.

. Bizonyitsuk be, hogy egy nilpotens csoportban minden nem trivialis norméloszt6 metszi a

centrumot!

. Legyen x,y € G. Bizonyitsuk be, hogy

a) [z,y] = [y, 2]

b) [zy, 2] = [z,2]"[y, 2] és [x,y2] = [z, ][z, y]*;
) [z,y~ Y, 2)Y [y, 271, 2]z, 271, y]* = 1, ahol [z, vy, 2] := [[z, 9], 2].

. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B, C' < G, akkor

a) [A, B]<G;

b) [A, B] = [B, AJ;

¢) [AB,C] = [A,C][B, C);

d) [A,B,C| < [B,C,A]|C, A, B].

. Legyen G nilpotens csoport, amelynek f6ls6 centrallanca 1 = 7y < 27 < --- < Z;, = G, és

ferde kommutatorlanca G = K; > K5 > --- > K11 = 1. Bizonyitsuk be, hogy
a) [Z;,K;] < Z;_;, ha j >3,

Jj—1

b) [K;, K;—_;] = 1, minden i-re.

. Legyen M c nilpotenciaosztalyi, N pedig d nilpotenciaosztalyd norméloszté6 G-ben. Bi-

zonyitsuk be, hogy M N is nilpotens norméloszt6, amelynek nilpotenciaosztalya legfoljebb
c+d.

Bizonyitsuk be, hogy egy G véges csoportban létezik legnagyobb nilpotens normaloszto
(azaz olyan, amelyik minden mas nilpotens normalosztot tartalmaz). FEz a Fitting-
részcsoport, F'(G).

. Bizonyitsuk be, hogy egy véges feloldhaté csoportnak minden nem trividlis normélosztéja

metszi a Fitting-részcsoportot!

Legyen N, K <G, ahol K nilpotens, és N minimé&lis normaloszté a G-ben. Bizonyitsuk be,
hogy N < C¢(K).

Bizonyitsuk be, hogy ha G’ < Z(G), akkor barmely z,y € G-re és n pozitiv egész szamra
()" = 2"y [y, 2] ).



