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E �GFIHKJ9LAMONQP1R1S�TDUWV�X�Y[Z#L]\AN
n ≤ 6 ^�_]` Sn ^ M�X�UbacH�M0dDX�MeM H�f gOLQRhX�M#S _]i S�J9j�S
L�g L _ Rlk ` U8LQacacT�R ` RmP�nbn ` \AN p ^j�S
L�gOL _ R�oqprX _ X�S�S�s/UtabX�\eu�UvLQM
k�T8\8wAfxRmS&w9\yX _ X1k i HK\�z S7 ^ V�X�M ` Jt{�S�S�J9X�S|M�X�a}UvLQa~acTDR ` R�P�n�MOH1f gOLQRhX�M#S

_]i S]J9j�S
L�gOL _ RhLQR��� X�\/LQf�d/wQS&�
�����c�#�����0���]�&�#���&�����0�������|�D�;�����!�]�����O�A�q���#�������������&�����
�A���;�v�]�&�O A���&�]�A�c¡#���~�����#�����#�&¢¤£¦¥0�&���

�O�C§�������¢b�&�������¨�D�;�����!�]�©�#�&¢ª£¦¥��&�¬«1�8�§8�����8�&�&®&�,�8®��#���&�r���&�8���� A¥#¥
p3 ���&�#�#¯0°�± S6 ² ¥ �;�8��³�� S7 ² ¥0�I������´�8�&�8¥�³v�;�&���A�

23 §������ 24 �]���#�#¯¶µ·®���¥�������±�¸¹��§8���#�
2 ² �D�����9�º�#�&¢ª£¦¥0�&���v§A���

4 ² �&�;�]�&�#�#¯r�&����¢b���v®&�§A���¶�©�&�����0������¥ ���~¢b®&�C§�������¢b���´�8�&�
p ² �&�;�]�&�#�#¯b�����&¢ª���»«

p
�  A�]�A�]�K���c�#�]¼�¢W°�±!£½�#���´�����]�&�#���K�C¢b�K�A�¾�

�&�&���*µ·�&���&������®&���#����³����!®��|�G�������]�
�A�]¿;�¹�]�&�#�9���
≥ 4p

�À§;���¾�&�v�/�����´�8�&�*�]���#�#¯Á�&���&¢Â�&���A�
n ≥ 4 + p�&���&¢c¯Ã���K�A�O�O����¢t���&�v��§�����Äv��¼����O�A�]Är¢¶�&�#�;§����������

n ≥ 7
�#®&�

n = 7
�&�¾���]®&�

p = 3
±

Å ���;���8�]��Æ;�*¢b�v�¾�c���
n = 7

�������]���&±ÃÇ! A�¾�]¿;���È�#�v���
2 ² �É®&�

3 ² �v�-�;¼´§;Æ#�Ê¢b ����#�]¼�¢b¢b�&���#�&¢
�����#���C�v�������O�A�]Ät�

H
�#�����������&�#�Ë�]®����&�&�����0�����
±ÍÌ©�

H
���A�¾������¢t�����
�

S7 ² �#���Ã�&���W�]�&� ���&�
3 ² �D�;�����!�] A�«m���&���8�&�~�&�

P = 〈(123), (456)〉
°��/�A���8���

CG(P )
v�#¢t���8 A¥ �»§������&�

P
¢b���#�#�&�~�&���&¢b®&�#���q�©Î;Ï����v�8� ²�O����¢b���
 A��«� ��´�����K A¥ ���¬�Ð�O�

[g, h] = 1
�È�A���8���

Fix(g)h = Fix(g)
°��!¼����

H ≤ S3 × S3 × 1
����¢b�

�&�����&�8�]¢b�v�#�G���#�O�A���O�#�v���
|H|

�v�����]�O�A�]Ä
8 ² �&����±ÊÌ©� H 3 ² �D�����9�È�] A�Ë�&�����8®��Ë�O A�]�v¢b�&�´�;��¿#�¾¥�Äv�À �����Ä

�&���&¢Ã�;¢b�v�#�9��¿;�0�
(123)(456)

�v�&�#���� �� �]�;�O�A�D�8���
|H| | |CS7

((123)(456))| = 3 · 3 · 2 = 18
�#¢b�&�v���/�

�&�����&�8�]¢b�v�#�O ��&±¦Ñ©®��vÆ#�����O�
H 3 ² �D�����9�È�] A�©�&���G�O A�]�v¢b�&�´�;��¿#�¦�v�&�#���� �� �]�;�¬¢b�v�#�9��¿;���

(123)
�0�A���8���

H ≤ CS7
((123)) = C3 × S4

�[®��¶��¥#¥0³v�
H = C3 × D4

±Ò¸¹��§8�&�
H 2 ² �D�����9�È�]�e���

S{ 4,5,6,7}�&�������
2 ² �D�;���9�!�]�;�Ê���Wv�����&���¶���´�8�&�Ó�&���������¾�r�8�v�9��¿#�8 ��´�r�����;¢t ������������]�&�O A�~�8�v�9��¿#�8 ����]�� ��e��������®&���

〈(123), (4567), (46)〉
���Ô�&���8�������&�Ã�����8�&�W�]®&�����&���������¾�
±

Õ �GFIHKJ9LAMONQP1R1S�TDUÖV�X�YbZ#L]\�NÓZ ` M
a `9× H1a¶wAfxH·S _�i S]J9j�S
L�gOL _ RØk ` X�\AN

G
n i \/X�SqÙ9X�f�LQf�dQZ ` R�ÚÛj�S9L�gOL _ RmM ` U
Y

` U9U8L _ |G : M |
g _ P�aqZ ` R�nAwAM Nvo� X�\/LQf�d/wQS&� £
G

�]���#�9��®��]�y§8�v�O�A���8�v�&Ä*���&� ���&�¶���#�#¿;�8�&��Ä�§A���Ë¥O���&�v�/��¼�����¿;�Ö���y �����¼��] ��¾�
±Û¸¹��§8�&�
Gµ·�&���v���#�O�A�]Ä#�Ü§����-�v�´�/���

N
�#���]¢b ����v������ÄQ�]�;�Ð��¢b�&�´�¹£¦¥��&�

p ² �&�����0�����
±tÌ©�
N ≤ M

�!�A���8���
M/N¢t�QÏ;��¢t ������È�]®&�¾�&�&�����0�����

G/N ² ¥����¬�#®&� |G : M | = |(G/N) : (M/N)|
�#�]¼�¢b�O�A��§A ��/�¶���»���#�#¿;�8�&��Äv�

µ·�&�´�]��§8®&�Í���&���]���8�
±�Ì©�
N 6≤ M

���A���8���
MN = G

�#®&�
|G : M | = |MN : M | = |N : M ∩N | | |N |

p ² �O�A��§� ��8�8±
Ý �GFIHKJ9LAMONQP1R1S�TDUGV�X�YÍZOL]\ANÞX�\ANWM H�f gOLQRhX�M#Sbj�S9L�gOL _ R�V ` M*a~H�M0d/X�MÓM�X�aßR _ H�n9H@wAfxH·ScM�L _ a¶wAf�L�S�J�R�ÚWatX�R1S�J�H `j�X�M R _ TDabLAR��� X�\/LQf�d/wQS&� ÇÜ�&���8�&�

1 = N0 < N1 < · · · < Nk = G
�&���Ã���&�/�¾�� ����� ��#���0®&�

1 6= N / G
�0�]�9§A A¥#¥  

�������8�&�
i
�������v�O�����8��¥#¥-���#�#��Ï¬�È��¢¶���]�

Ni ∩ N = 1
«1�/������§A ��

i < k
°�±~���D�8���

[Ni+1 ∩ N, G] ≤
[Ni+1, G] ≤ Ni

®&�
[Ni+1 ∩N, G] ≤ [N, G] ≤ N

«m¢b��§8���
N

�#���]¢t ����v�����]Ä�°]�D¼����
[Ni+1 ∩N, G] ≤

Ni ∩ N = 1
�O���
���

1 6= Ni+1 ∩ N ≤ Z(G)
±

à ��áÐX�\AN8X�M
x, y ∈ G

o»FIHKJ9LQM NQP�RmS�TDUbV�X�Y�ZOL]\AN
` z [x, y] = [y, x]−1 âV¾z

[xy, z] = [x, z]y[y, z] i S [x, yz] = [x, z][x, y]z âj,z
[x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1

Y ` Z#LQf [x, y, z] := [[x, y], z]
o

� X�\/LQf�d/wQS&� �D°
[x, y] = x−1y−1xy = (y−1x−1yx)−1 = [y, x]−1¥�°

[xy, z] = y−1x−1z−1xyz = y−1(x−1z−1x)yz = y−1(x−1z−1xz)z−1yz =
y−1[x, z]yy−1z−1yz = [x, z]y[y, z]
[x, yz] = x−1z−1y−1xyz = x−1z−1(y−1xy)z = x−1z−1x(x−1y−1xy)z =
(x−1z−1xz)z−1(x−1y−1xy)z = [x, z][x, y]z�Q°�£ã�;��µ·�@���&�&®&�¾�»�;��µ·�@�¾��§8���O�&���;�¾�&�&¯#��¼´�]®&������¿;�� ��

1 ² ���I�A�A�O¿#�;��±�0�GFIHKJ9LAMONQP1R1S�TDUbV�X�Y�Z#L]\ANrZ ` A, B, C / G
Y ` U9U8L _

` z [A, B] / G â
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V¾z
[A, B] = [B, A] âj,z
[AB, C] = [A, C][B, C] âd�z
[A, B, C] ≤ [B, C, A][C, A, B]

o
� X�\/LQf�d/wQS&� �D°t£C�

[A, B]
�v�&�#���] A�]���]�&���&¢b�&�´���

g ² §8�&�Ë§A����Ä-�8�v�9��¿#�8 ��� ����&���;¢t ��~�8v�&����b�0��� ²¢c¿;�� �� �]���
[a, b]g = (a−1b−1ab)g = (ag)−1(bg)−1agbg = [ag, bg]

�À¼����
[A, B] ² �Cv�#¢t���8 A¥ �

§������&�m±
¥�°�£��#± �D°�µ·�&�K���O�A�»���&�������8�

[A, B]
�v�&�#���� A�]�����&���&¢¶�&�

[B, A] ² �O�A�t���Ë�&���&¢b�&�m�#®&�»µ·�����#¼���§A�;±
�Q°�£��#±l¥�°~�¾�&���]���/�

[ab, c] = [a, c]b[b, c] = [ab, cb][b, c] ∈ [A, C][B, C]
�[¢t ��¾�]®������

[A, C]
®&�

[B, C]
�8�;���´§� ��W¥��&�#�#�Ô§����#�O�A�

[AB, C] ² ¥����¬±�0°�£C� �D° �]®&�¾� �¾�&���]���/�
[A, B, C]

�
[B, C, A]

®&�
[C, A, B]

¢b���#�#�����;���8�ª�#����¢t ����v�����]Ä#�Á®&�
¼����

N := [B, C, A][C, A, B]
���º����± £ �#± ��°Áµ·�&�����O�A�  �����¼��� ��] A�

x = a
�

y = b−1 �
z = c ² �]� �����A����¢t����§��;�~®&�É���Û�&���8�&�#��³v��®&�v���Á A���]�&�#�#�&��§8� �����-���A�D��¿;�0�b�#�v���

[a, b, c] =
([c, a−1, b−1]−1)ab([b−1, c−1, a]−1)cb ∈ [C, A, B][B, C, A] = [B, C, A][C, A, B] = N

±
� ���É�

G/N
µ��A�������]�&�����0������¥ ���Ó¢b���#�#�&�

[a, b]
�8�v¢b¢c¿;�� A�]�����&���&¢ µ·v���������]®&���#���]³

C
¢b���#�#���

�&���&¢b®�§8�����#�8�§8�����8�&�&®&�,�8®��#���&�y�´���
[A, B]

¢b���#�#�&�Ã�&���&¢b�Ô���Iµ·v���&�¾���]®&���#���]³
C

�&����¢b�&��§8�����O���
���
[A, B, C] ≤ N

±
� ��áÐX�\AN8X�M

G
MOH�f g LQR�X�M#S~j�S
L�gOL _ R�Y ` abX�fxNAM�X�U»Ù
{Qf S
	�j�X�MOR _ wAf·f�wAM�j ` 1 = Z0 < Z1 < · · · < Zk = G

Y i SÙ
X _ d/XÔUvLAacacT�R�wARhL _ f�wAM�j ` G = K1 > K2 > · · · > Kk+1 = 1
oIFIHKJ9LAMONQP1R1S�TDUbV�X�Y�Z#L]\AN

` z [Zj , Ki] ≤ Zj−i

Y�Z ` j ≥ i âV¾z
[Ki+1, Kk−i] = 1

Y�acH�M0dDX�M
i ≥ 0 ^h_�` o� X�\/LQf�d/wQS&� �D°

i ² �]� §8�v�O�A���8�v��Ä �]�&� ���&�Û���#�#¿;�8�&��Ä�§A����¥O���&�v�8�;¼��·��¿;� ���  �����¼��] ��¾�
±
i = 1 ² �]�

[Zj , K1] = [Zj , G] ≤ Zj−1
± Ì©�Á§A���K��¢¶�&���

i ² �]�y�]���]����³v���&�v�&�
j ≥ i ² §8�&�C���8���y���¹ �����¼��� ��&�

�A�D�8���
j ≥ i + 1 ² ��� [Zj , Ki+1] = [Zj , [Ki, G]] = [[Ki, G], Zj]

�O��¢b�0������±l�0°�µ·�&�K���O�A�I�������]���8�
≤ [[G, Zj], Ki][[Zj, Ki], G] ≤ [Zj−1, Ki][[Zj, Ki], G]

�Ð®��¨�&�¶���¶���#�#¿;�8����Äv�|µ·�&�´�]��§8®&��¢b�K�A�¾�
≤ Zj−i−1[Zj−i, G] ≤ Zj−i−1Zj−i−1 = Zj−i−1

±
¥�° Å ¿#�9��¿;�0�;�#�v���t�|µ·v����³c�&�&�8���� ����K ��#�¦¢b���#�#�&��¢t ��Ê���&�/�¾�� ����� ��#�Cµ·v�������§����¬�;¼����

Kk−i ≤ Zi+1
�

®&�»���¨�D°��]®&�¾�¨¢b���A���
[Ki+1, Kk−i] ≤ [Ki+1, Zi+1] ≤ Z0 = 1

±
 ��áÐX�\AN8X�M

M c
M H�f gOLQRhX�M�j�H ` L�S]J�R�wAfxN��8Y N

g X]dAH�\
d
MOH�f gOLAR�X�M¬j�H ` L�S�J�R�w�fxN��ºM�L _ a¶wAf�L�S�J�R�Ú G ^ V�X�M0o FIH ^J9LQM NQP�RmS�TDU¹V�X�YCZ#L]\AN

MN
H·S¶M H�f gOLQRhX�M#SbM�L _ a¶wAf�L�S]J�R�Ú9Y ` atX�fxNQM¬X�U¹MOH�f gOLAR�X�M¬j�H ` L�S�J�R�w�fxN ` f�X�\,Ù
{Qf k9X
V9V

c + d
o

� X�\/LQf�d/wQS&� £C����±l�Q°e �����¼��� ��¾�*�]���;¿;���&¼�§A��� ���´������¢t����§A� ¢b���#�;�8®��Á§� ��´�]�v�&Ä��] A¥ ��� �����Á���A�D��¿;�0�
�#�v���

Xi, Yj

«
i = 1, . . . , m

�
j = 1, . . . , n

° �#����¢t ����v�����]Ä������
[X1 · · ·Xm, Y1 · · ·Yn] =

[X1, Y1][X2, Y1] · · · [Xm, Y1] · · · [Xm, Yn]
± ÇÜ�&���8�&�

Hi

���
[X1, . . . , Xi]

�#���]¢t ����v�����]Ä�� «1�8�v¢ ²�O����Ï#¿#��°��¾�&���]�
�A���;�!���#�v��¢b���#�#�&�
Xj

§A�����
M

�À§������
N
±¶£C�~�&��³�¥#¥O��v���¾�&�&µ·Æ#�v�v®&�¾�|�O�����&�O ���§A�G��� ²�#¿;�8�&��Ä�§A���È¥��&�� A�]�O�A����¿;�0�¬�#�v���

Hi = Ki(MN)
¢¶���#�#�&�

i ² ����± Hc+d+1
�v���/���

[X1, . . . , Xc+d+1]�#���]¢t ����v�����]Ä�� �¾�&���]�
�A���;����¢b�&�´�8���ª�8�v¢¶�0�v�#�&�#���
M ² ���¤®��

N ² ���0�G®&�Ó§������ ���&�8���K A¥#¥
c + 1�O�A���A¥

M
§����¬�~§������ã���&�8���K A¥#¥

d + 1
�O�A�]�A¥

N
± � �&���O���¾�&�O ���§A� ¢b®&�#�~�#�v���

[A, B] ≤ A
�

�O�
A / G

�[�K A�]�O�A�·��¿;���Ê�#�v���
Hc+d+1

¢b���#�#�&�������Á�¾�&���]�&Ä��]®��/�8�&��³Q����§������
Kc+1(M) ² ¥0�&�¬�Ê§A�����

Kd+1(N) ² ¥0�&�º§A���¬±½¸¹�´§8�&�
cl(M) = c

®&�
cl(N) = d

�
Kc+1(M) = Kd+1(N) = 1

� ®&�b¼����
Kc+d+1(MN) = Hc+d+1 = 1

�#§����������
cl(MN) ≤ c + d

±
� �GFIHKJ9LAMONQP1R1S�TDUqV�X�YÐZ#L�\AN¶X�\AN

G
n i \/X�S©j�S
L�gOL _ R�V ` MWf i R�X�J�H·U�f�X�\AM ` \AN/LvV9VCMOH�f gOLAR�X�MOSËM�L _ a¶wAf�L�S�J�R�Útu ` J ` JLQfxN ` M;Y ` atX�fxNQH�UGacH1M0d/X�MÖa¶wQSbMOH�f gOLAR�X�MOSrM�L _ a¶wAf�L�S�J�R�ÚARCR `A_ R ` fxa ` Jhz�o��ÊJ `�� H�R�R�H�M�\ ^�_�i S]J9j�S
L�gOL _ R�Y

F (G)
o

� X�\/LQf�d/wQS&� £���± µ·�&�����O�A��¥ ���½�K A���]¿;�0�Í�#�v���Û�#���´�����]�&�#���#���]¢b ����v������Ä��Ö�������]�
�A���Á�����#�����������&�#�
�#���]¢t ����v�����]Ä#�Ë®&��§8®��v�&�G�&�¾����������¥ ��� �&�]�A� §8®&�v�&�������½�����8��� �#���]¢t ����v�����]Ä��t�8�����©v�����&�����&���]�v�&�#�m�
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�#�v���W¢b�&���A�A�D��¿;�W�r�����v�O�����8��¥#¥y�#���´�����]�&�#�I�#���]¢t ����v�����]Ä��&±��Ê���8®�¥#�8®&�8�C�����
�O�#�v���W�8®��»�#�����������&�#�
�#���]¢t ����v�����]Ä#�

M
®&�

N
���&�����
�A���e���r�#�����0���]�&�#�G«��e�#�����������&�#�&�K���v�¾���� ����É¢¶�&�v�O�A�� A�]�v�
 ����¹�#®����;Æ#��°

�8v�#�8�8��¥#¥��&�y���I¥O���&�v�8�;¼����O�A����¿;��� �
G
���&�#�9��®��]�¨§8�v�O�A�¾�8�v�&Ä¶���#�#¿;�8�&��Ä9§����m±�Ì©�

M ∩ N = 1
� �A���8���

MN = M × N
�#¼����

MN
�#�����0���]�&�#�&±�Ì©�q§;���¾�&�v�/�

M ∩ N 6= 1
�O�A�D�8���

Z1 = M ∩ N ∩ Z(M) ∩
Z(N) 6= 1

±¨£
G/Z1

�������������¾¥ ���
M/Z1

®&�
N/Z1
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