Csoportelmélet 1. feladatsor 2016. tebruar 17.

. Hdny részcsoportja van az Ss x Ss csoportnak?

Megoldas: Ss szeletei 1, 2, 3 vagy 6 elemtiek lehetnek, az izomorfiatipusuk pedig 1, C5, Cs
és S3. Elég megszamolni az egyes izomorfiatipushoz tartozo szeletek szamat, és az adott
szelet automorfizmuscsoportjanak rendjét. 1 = H/H minden H < Ss-ra van, azaz 6 ilyen
szelet létezik, és csak egy automorfizmusuk van. Co = H/1, ha H valamelyik 2-ciklus
altal generalt csoport, illetve Cy = S3/A3 (ez egyiitt 4 szelet), és Aut Cy = 1. C5 tipusu
csak az Az/1 szelet lehet, mert S3-ban nincs méasodrendd normaloszto, és harmadrendi
részcsoport is csak egy van. Aut C3 = Cy. Végiil az S3/1 szelethez Aut S3 = S5, ugyanis
a (konjugalasok altal alkotott) belsé automorfizmuscsoport = S3/Z(S3) = S3/1 = Ss, és
ennél nagyobb a teljes automorfizmuscsoport se lehet: S35 = ((12),(123)), és (12) csak
a harom masodrendii elem valamelyikébe mehet, (123) pedig a két harmadrendd elem
valamelyikébe. Igy a részcsoportok szama: 6-6-1+4-4-1+1-1-24+1-1-6 = 60.

. Adjuk meg annak a sziikséges és elégséges feltételét, hogy a G1 X Go csoportnak egy a
¢ : Hi /Ny — Hs /Ny izomorfizmus grafikonjaként (ahol N;<H; < G;) elddllé részcsoportja
normdloszto legyen! Ennek segitségével hatdrozzuk meg S3 X S3 normdlosztoit!

Megoldas: Egy G csoport H, K részcsoportjara K < Ng(H) akkor és csak akkor teljesiil,
ha [H,K] := (h"*k~'hk|h € H, k€ K) < H, ugyanis h"*k~'hk € H & k™ 'hk € H.
Specialisan, H < G esetén H <G < [H,G] < G.

Legyen S a ¢ : H;/N7y — Hy/Ns izomorfizmus grafikonja. S akkor és csak akkor
normaloszté G1 X Ga-ben, ha G1 X 1, 1 X G3 < Ng,xa,(S). Az el6z6ek szerint ennek a
feltétele az, hogy [S,G1 x 1] = {([h1,91],1) |h1 € H1,91 € G} < S, azaz, hogy [H1,G1] <
Ny, és ugyanigy [Hs, G3] < Na. Ebbdl kovetkezik, hogy [V;, G;| < [H;, Gi] < N;, tehat N;<
G, és az elgbbi feltételt N;-vel lefaktorizalva a [H; /N;, G;/N;] = 1 feltételt kapjuk a G;/N;
faktorcsoportban. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy H;/N; < Z(G;/N;). Osszefoglalva,
S <G akkor és csak akkor, ha N; < G;, és H;/N; < Z(G;/N;) i = 1, 2-re.

S3 normalosztoi 1, Az és S3, a faktorcsoportok centruma pedig rendre Z(S3/1) = 1,
Z(S3/A3) = S3/As, és Z(S3/S3) = Z(S3/S3). lgy az els6 és a harmadik esetben csak
H; = N; lehet (a szelet a trivialis csoport), a masodikban ezen kiviil az S3/A3 szelet
is szoba jon. Tehat normalosztok az 1, Az és S3 csoportok direkt szorzatai tetszéleges
parositasban (az 1 szelethez tartozé normalosztok), és az Ss/As — S3/As izomorfizmus
grafikonja (ez 2 indext norméaloszto S3 x Ss-ban). Ez 6sszesen 3 -3 + 1 = 10 normaloszto.

. Izomorfia erejéig hdny 21-edrendd, illetve 12-edrendd nemkommutativ csoport van?

Megoldds: Ha |G| = 21, akkor |Syl7(G)| = 1 (mod 7) és |Sylz(G)| | 3 miatt |Sylz(G)| =1,
kovetkezésképpen a 7-Sylow normaéloszto, és a 3-Sylow a rendek miatt ennek komplemen-
tuma: G = (a) x (b) = C7; xC3. AutC7 = Cg (a 3. hatvanyra emelés 6-odrendd auto-
morfizmus), igy a ¢ : C3 — Aut C7 homomorfizmus (ahol ¢ # 1, mert G nem Abel) csak
kétféle lehet: a® = a2 vagy a® = a=3, igy elvileg két lehetséges csoportot kapunk. Viszont

az a + a, b — b? leképezés izomorfizmust definial a két csoport kézott ((b) = (b?), és ha

a’® = a3, akkor a¥ = a?), tehat izomorfia erejéig csak egy nem kommutativ 21-edrendi

csoport van.

Legyen most |G| = 12. A 3-Sylowok szama |Syl3(G)| = 1 (mod 3) és |Syl3(G) | 4 miatt
1 vagy 4. Ha Syl3(G)| = 1, akkor G = C5 x P, ahol a 2-Sylow-részcsoport P = Cy vagy
Cy x Cy. A ¢p: P — Aut(Cs) = Oy képe csak a teljes Cy lehet, mivel G nem kommutativ.
Ilyen ¢ a P =2 C4 esetben csak egy van, a P = (5 x (5 esetben harom is, de ezek mind
izomorf szemidirekt szorztot adnak. Marad az az eset, amikor |Syl3(G)| = 4. Mivel a
3-Sylowok primrendi csoportok, “diszjunktak” is (azaz csak az 1-ben metszik egymaést),
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G-nek van 8 harmadrendi eleme, és a maradék 4 elembdl csak egy 2-Sylow telik ki. Vagyis
a 2-Sylow, P normaloszto, és P = Cy vagy Cy X Cs, és G = C3 X P. Az els6 esetben
v : C3 — Aut(Cy) = Cy miatt ¢ csak trivialis lehetne, és akkor G Abel-csoport lenne.
A masodikban Aut(Cy x Cp) = S5, amiben a harmadrendi automorfizmusok a Cy x Co
harom mésodrendt elemét ciklikusan permutaljak, tehat izomorfia erejéig csak egy ilyen
csoportot kapunk (ami mellesleg izomorf az A4-gyel). Tehat Gsszesen 3 nem izomorf 12-
edrendd nem kommutativ csoport van, és ezek C5 x Cy, D3 x Cy = Dg, és Ay. (Az, hogy
az els6 kettd nem izomorf, lathaté abbol, hogy Dg-ban nincs negyedrendi elem.)

. Izomorf-e egymdssal a Q x Cy, és a CyxCy csoport (az utébbiban a mdsodik Cy
generdtoreleme invertdldssal hat az elsén)?

Megoldas: Nem izomorfak, bar a csoportok rendje, és adott rendi elemeinek szdma is meg-
egyezik. A masodik csoportnak nyilvan van Cy-gyel izomorf faktorcsoportja (a szemidi-
rekt szorzatban szereplé Cy normalosztoval lefaktorizalva), az elsének viszont minden ne-
gyedrendd normalosztoja belemetsz a () komponensbe, igy tartalmazza a () legkisebb
nem trivialis részcsoportjat, Z(Q) = (—1)-et, akkor viszont a vele vett faktor faktora
a (Q x C2)/Z(Q) = Cy x Cy x Cy csoportnak, de abban nincs negyedrendii elem, igy nem
lehet Cy4-gyel izomorf faktora.

. Adjunk meg olyan N és H csoportot, amelyre létezik két nem izomorf N x H szemidirekt
szorzat, amelyek egyike sem direkt szorzat!

Megoldds: Legyen N = (a) = C5, és H = (b) = Cy. Mivel Aut(N) = Cy, négyféle
@ : H — Aut N lehet: legyen G; az az N x H szemidirekt szorzat, amely az a® = a’
hatashoz tartozik (i = 1,2,3,4). Ezek koziil Gy direkt szorzat, és Gy = G5, mert Gs-ban
ab = ab = a2 = a?, tehat az a — a és b — b~ ! megfeleltetés — ami N-re, illetve H-ra
megszoritvan nyilvanvaléan automorfizmust ad — izomorfia G3-bél Gz-ba. A G5 és Gs
viszont nem izomorfak, mert Z(G3) = 1 (b*a¥ € Z(G) < felcserélhets a-val és b-vel is <
b® felcserélhetd a-val és a? feleserélhets b-vel < a = a®” = a? ésa? = (a¥)’ =0 < 4|2
és 5| y), és Z(Gy) # 1, mert b? felcserélhets b-vel és a-val is (ab2 =(a )"t =a).

. Mi a kanonikus alakja a G = (a) x (b) / (a®b~2) Abel-csoportnak, ha o(a) = o(b) = 47
Adjuk meg G ciklikus komponenseinek a generdtor elemeit valamelyik felbontdsndl!
Megoldds: G = Cy x Co, ugyanis |G| = 8, a negyedrend G-ben (ui. a? ¢ (a?b~2) az
(a) x (b)-ben), és van G-ben a-tol diszjunkt méasodrendii részcsoport: (ab™1).

. Bizonyitsuk be, hogy a nemkommutativ (Cy x C3) % Cy csoport izomorf a Dy =
Cy x Cy diédercsoporttal, tehdt a szemidirekt szorzatra nem teljesil a Krull-Schmidt-tétel
megfeleldje.

Megoldds: Dy-et tekinthetjiik az Sy részcsoportjanak (a négyzet csticsain valo hatasa
szerint). Ekkor a 90°-os forgatas az (1234) permutacionak, a 24 atlora valo tikrozés az
(13) permutécionak felel meg. Viszont a négyzet szimmetridinak a csoportjat generalja
a két atlora valo tiikkrozés: (13) és (24), és egy kozépvonalra valod tiikrozés, (12)(34). Az
els6 kettd altal generalt részcsoport Co x Cs-vel izomorf, tehat 2 indexi normaéloszto, a
harmadik pedig ett6l diszjunkt masodrendd, igy a generalt csoport (Co x Cy) X Cs.

. Bizonyitsuk be, hogy minden nyolcadrendd nemkommutativ csoport izomorf a Dy
diédercsoporttal vagy a @ kvaterniocsoporttal!

Megoldds: Legyen G nyolcadrendd nem kommutativ csoport. Igy nem lehet benne nyolcad-
rendd elem, mert akkor ciklikus lenne, és van benne negyedrendt, mert ha minden elem
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legfoljebb mésodrendd, akkor a csoport kommutativ. Legyen a € G negyedrendii. Ekkor
|G : (a) | = 2, igy (a) normaloszté. Ha 3b € G\ (a) méasodrendd elem, akkor G = (a) x (b),
és ez izomorfia erejéig egyértelmt, ha a csoport nem Abel, ugyanis Aut(Cy) = Cs-be
egyetlen nem trividlis homomorfizmus van Cs-bdl.

Marad az az eset, amikor G\ (a) minden eleme negyedrendd. Legyen b € G \ (a).
Ekkor b2 € (a), és masodrendt, tehat b?> = a? € Z(G), tovabba (a) <G miatt a® = o™, de
G nem kommutativ, igy csak a® = a~! lehet. Az i a, j — b, k — ab megfeleltetésnél a Q
szorzasi szabalyait az eddigiekb6l mar konnyen lehet ellendrizni. Tehat ebben az esetben

G=Q.
Hf1. Bizonyitsuk be, hogy a kiilsd szemidirekt szorzat definicidjaban szerepld szorzds asszociativ!

Hf2. Hdny normdlosztdja van a Cy x Dy csoportnak?



