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1. Keressiink minimdlis foku tranzitiv, ill. nem feltétlendl tranzitiv, hiséges permutdcio-
reprezentdciot a kovetkezd csoportokhoz!

a) Cho b) D¢ c) (a) x (b) = C5 x Cy, ahol a® = a®
Megoldds: a) C1o hiiséges reprezentacidjanak képét egy 10-edrendd elem generalja,

tehat a kérdés az, hogy melyik S,,-ben van 10-edrendii elem, amely tranzitivan, vagy
nem feltétleniil tranzitivan hat az alaphalmazon. Mivel az elem rendje a ciklusfel-
bontasaban szereplé ciklusok hosszanak legkisebb kozos tobbszorose, a keresett g e-
lemben vagy van egy 10-ciklus, vagy van egy 5-tel oszthatd, és egy 2-vel oszthato
hosszisagu diszjunkt ciklus. Az elsé esetben n > 10, a mésodikban n > 542 = 7.
Tehat a minimum az n = 7, de ekkor a hatés nem tranzitiv (egy elem orbitjai az
egy-egy ciklusban szerepls elemek halmazai). Tranzitiv hatést akkor lehet a per-
mutécio, ha egyetlen ciklusbol all, tehat n = 10. (Egyébként az utobbi abbol is
latszik, hogy minden hiiséges, tranzitiv hatas megkaphaté tugy, mint egy olyan H
részcsoport mellékosztalyain vald jobbszorzas, amelyben nincs a G csoportnak 1-t6l
kiilonb6z6 normalosztoja, és ez Abel-csoport esetén csak a H = 1 lehet.)

b) Ss-ben nincs hatodrendd elem (ahhoz n > 3 4+ 2 = 5 kellene), igy n > 5. Ss-ben
van hatodrendd elem, pl. a = (123)(45), és ehhez az b = (13) olyan masodrendi
(diszjunkt részcsoportot generald) elem, amivel valé konjugalas invertéalja a-t, tehat
Dg-tal izomorf csoportot generalnak. Ez a hatas azonban nem tranzitiv ({1,2,3}
és {1,2} az orbitjai). Nem is létezhet Ss5-be mend tranzitiv csoporthatasa, mert S,
minden tranzitiv részcsoportjanak a rendje oszthaté n-nel. Dg természetes modon
megjelenik az Sg-ban (a szabalyos hatszog cstcsain valo hatassal), és ez tranzitiv
hatas. Tehat nem tranzitivra n = 5, tranzitivra n = 6 a minimum.

c) Mivel S,-nek kell egy 6todrendd elemének lennie, n > 5. Masrészt H = (b) nem tar-
talmaz normalosztot (a=1b%a = b2b~2a"1b%a = b?(b—2ab?)"ta = b?(a*)"la = b%a? ¢
(b)), ezért a H mellékosztalyain valo hatas hiiséges, tranzitiv csoporthatas. Igy n =5
a valasz mindkét részfeladatra. (Konkrétabban, a +— (12345) és b — (2354) htiséges,
tranzitiv csoporthatas.)

2. Tekintsiik az S5 hatdsdt a konjugdldssal az 5-Sylowjain! Bizonyitsuk be, hogy ez az Ss-nek
olyan bedgyazdsdat adja Sg-ba, ahol S5 képének harmadrendid elemei fizpontmentesek.

Megoldds: |Syls(Ss)| = 6, mert 5-tel osztva 1 maradékot ad, osztoja 24-nek, és nyilvan
nem 1. Igy az 5-Sylowokon valo hatés valoban Sg-ba képez. Harmadrendd elem nem
lehet egy 5-Sylow normalizatordban, mert a normalizator elemszama 120 : 6 = 20, igy
a harmadrendi elemek fixpontmentesen hatnak az 5-Sylowokon. Végiil a hatas htiséges,
mert Ss-nek csak S5 és A5 a nem trivialis normalosztoi, és ezek tartalmaznak harmadrendii
elemet, tehat nem normalizélhatjék az 5-Sylowokat.

3. Legyen H, K < S, gy, hogy |S, : H| = |S, : K| = n. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
o€ Aut S, amelyre Ho = K.

Megoldas: A H, illetve K mellékosztalyain valé hatas hiiséges, mert egyik részcsoport
sem tartalmaz nem trivialis norméalosztot, igy a rendek egyenlGsége miatt izomorfizmus is.
Cimkézziikk meg a H jobb mellékosztalyait az { 1,...,n } szamokal ugy, hogy H legyen az
“n” igy kapunk egy ¢ : S,, — S,, izomorfizmust, amelynél a H-t a jobbszorzéassal helyben
hagyo elemek halmazanak, azaz H-nak a képe S,,_1, az n stabilizatora S, -ben. Ugyanigy
kapunk egy ¢ : S,, — S,, izomorfizmust, ahol K képe S,,_;. Tehat a o := pp= 1 : S, — S,
izomorfizmusra Ho = K.
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4. Ldssuk be, hogy | Aut Sg| > |Sg|.

Megoldas: A 2. feladat szerint Sg-ban van egy Ss-tel izomorf K részcsoport, amelyben
a harmadrendd elemeknek nincs fixpontja. Méasrészt a 6 stabilizatora (nevezziik H-nak)
szintén izomorf Ss-tel, de ebben a harmadrendi elemeknek (és minden més elemnek is)
van fixpontja. Minthogy az Sg belsé automorfizmusai megtartjik a ciklusfelbontast, nincs
olyan bels§ automorfizmus, ami H-t K-ba viszi, viszont a 3. feladat szerint van olyan
o € Aut Sg, amire Ho = K. Ezért Aut Sg > InnSg = S¢/Z(Ss) = Sé.

Az 5., 6., 7. feladat a Sylow-tételek egy permutdcidcsoportos bizonyitasihoz ad utmutatdst.

5. Legyen |G| = p®m, ahol a p prim nem osztdja m-nek, és hattassuk G-t a jobbszorzdssal a

(p;m) darab p® elemi részhalmazon. Mutassuk meg, hogy ekkor minden orbit

a) vagy egyrétegiien fedi le G-t, m elemd, és pontosan egy részcsoport van az orbit elemei

kozott,

b) vagy dtfedéssel fedi le G-t, p-vel oszthatd elemszamai, és nincs benne részcsoport.
Megoldas: Legyen H = {S C G||S| = p®}. Mivel G hatésa tranzitiv az elemeken,
minden H-beli részhalmaz orbitjanak az unidja a teljes G. Tehat minden orbit legalabb m
elembdl 4ll, és pontosan akkor all m elembdl, ha az orbitban levs elemek (G részhalmazai)

diszjunktak.
Ha egy O orbitban szerepel egy részcsoport is, akkor O elemei nyilvidn ennek a
részcsoportnak a mellékosztalyai, igy |O| = m, és az orbitnak pontosan egy eleme

részcsoport. Forditva, ha |O] = m, és igy az el6z6ek szerint O elemei diszjunktak, akkor
legyen koziiliik S az, amelyik tartalmazza az 1-et. Belatjuk, hogy ez az S részcsoport
G-ben. Ugyanis a,b € S-re b = 1-b € SN Sh, igy a diszjunktsidg miatt S = Sb, tehat
abe Sb=S. Tovabba S=Sb= Sb' =S =b1=1.-b"1eS.

Legyen most O egy olyan orbit, amelyre |O| > m. Mivel egy orbit elemszama a sta-
bilizator indexe, |O| | p®m, és p®m-nek a p-vel nem oszthatd oszt6i m-nél nem nagyobbak,
|O| oszthato p-vel.

6. Bizonyitsuk be, hogy (p;fln
ciklikus csoportra), és lassuk be ebbdl, hogy |Syl,(G)| =1 (mod p).

) = m (mod p) (alkalmazzuk az eléz6 feladatot a p*m rendd

Megoldds: Mivel |H| az orbitok elemszaméanak Osszege, és az m-nél nagyobb orbitok
elemszama oszthato p-vel, a tobbi pedig egy-egy (p™ rendd, vagyis Sylow-féle) részcsoportot
tartalmaz,

a

<p;m) = |H| = [Syly(G)| - m (mod p).

Ez a p*m rendd ciklikus csoportra is igaz, amelyrél tudjuk, hogy egyetlen p® rendi
részcsoportot tartalmaz, igy (ppin) = m (mod p), igy tetszSleges p®m rendi G-re

m = |Syl,(G)| - m (mod p)
és (p,m) = 1 miatt
1= |S91,(G)] (mod p).
Ebbdl rogton kovetkezik az is, hogy |Syl,(G)| # 0, tehat van p-Sylow-részcsoport.

7. Tekintsik G hatasdt Syl,(G)-n a konjugdldssal. Ldssuk be, hogy
a) egy Q p-részcsoport akkor és csak akkor hagy helyben eqy P p-Sylowot, ha Q < P;
b) minden p-részcsoport bedgyazhatd egy p-Sylowba;
c) G tranzitivan hat Syl,(G)-n.



8.

10.
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Megoldds: — a) P részcsoportjai nyilvan normalizaljak P-t. Forditva, ha egy Q < G p-
csoport normalizalja P-t, akkor (@, P) = QP is p-hatvany elemszamu, és oszthato
|P| =pval, igy |[QP|=p* = QP =P = Q< P.

b) @ orbitjai Syl,(G)-n p-hatvany elemszamuak (mert az elemszamuk |Q|-nak osztoja),
és az elemszamuk Osszege = |Syl,(G)| = 1 (mod p), igy van l-elemd { P} orbit. Az
a) rész miatt QQ < P.

c) Az a) rész szerint egy @ € Syl,(G)-nak a Syl,(G)-n egyetlen l-elemd orbitja van,
{Q}, és a tobbi orbit elemszama p-vel oszthato. Tegyiik fel, hogy P,Q € Syl,(G)
nem konjugaltak G-ben. Tekintsiik G orbitjait Syl,(G)-n. Legyen P € O, Q €
O3, és Os,...0, a tébbi orbit. P és ) orbitfelbontasa ennek finomitésa, igy P
orbitméreteibdl p ) |O1| és p | |O2] kévetkezik, mig @ orbitméreteibsl p | |Oq] és
p J|Oz2|, ami ellentmondés. Tehat minden p-Sylow-részcsoport konjugalt G-ben.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy csoport kommutdtor-részcsoportja véges, akkor minden kon-
Jugdltosztdlya is véges.

Megoldds: |K(g)| = |{z7tgz|x € G}| = |{g 'z gz |z € G}|, mert a g~l-zel valo
balszorzas injektiv. De az utobbi halmaz benne van G’-ben, ami véges, igy K(g) is véges
minden g € G-re.

. Ldssuk be, hogy H,K < G-re H < Ng([H, K]).

Megoldds:  Elég belatni, hogy minden h € H, k € K-ra és x € H-ra [hk]* €
[H,K]. Valéban, (h='k='hk)® = z7'h 'k~ lhkx = 2z 'h~ 'k ‘hakk=lz7lkz =
(hz)Yk=Y(hx)k(z~ k~tzk)~! = [ha, k] - [z, k]! € [H, K].

Teqyiik fel, hogy a G nem kommutativ csoport minden valodi normadlosztdja kommutativ.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor G/G' véges.

Megolddas: A feltétel szerint G’ kommutativ. S6t, minden G’ < H < G-re H kom-
mutativ, mert a G’-t tartalmazo részcsoportok normalosztok. A {H < G|G' < H}
részbenrendezett halmazra teljesiil a Zorn-lemma feltétele: ezek a részcsoportok mind kom-
mutativak, és ilyenek felszallo lancanak az unidja is kommutativ, igy nem lehet az egész
G. Ez azt jelenti, hogy G/G’ minden valddi részcsoportja belefoglalhatd egy maximaélis
részcsoportba.

Ha G/G’-nek egyetlen maximalis részcsoportja van, akkor G/G’ primhatvanyrendi
ciklikus (a maximalis részcsoporton kivil levs elem generalja, és ha barmilyen mas —
akar végtelen rendd — ciklikus csoport lenne, abban lenne két kiilonb6z8 maximalis
részcsoport). Tehat ekkor G/G’ véges.

Ha G/G’' nem generalhatéo 2 elemmel, barmely a,b € G-re {(a,b,G') < G, és ez
normaloszto, igy Abel-csoport is, ezért ab = ba. Ebbdl kovetkezik, hogy G Abel-csoport,
ami ellentmond a feltételeknek.

Tehat G /G’ végesen generalt Abel-csoport, igy el6all véges sok ciklikus csoport direkt
szorzataként. Ha ezek kozott lenne Co,, akkor lenne N <G, amelyre G/N = C,, és ennek
homomorf képe C3y = C5 x C3 X C5. A harom komponensbdl ketts generatuménak az
G6sképe G-nek valodi normaélosztoja, igy kommutativak, tehat a generatorelemek &sképei
felcserélhetSk, méasrészt kigeneraljak az egész G-t, tehat G Abel lenne.

Az egyetlen megmaradt eset az, amikor G/G’ véges sok véges ciklikus csoport direkt
szorzata, tehat véges.



