Csoportelmélet 5. feladatsor 2016. marcius 30.

. Bizonyitsuk be, hogy n < 6-ra S, -nek minden nilpotens részcsoportja kommutativ vagy p-
csoport. Keressiik meg (konjugdltsag erejéig) S7-ben az dsszes mem kommutativ nilpotens
részcsoportot!

Megoldds: Legyen G = S,, (n < 7), és K < G nilpotens, nem kommutativ csoport. K a
Sylowjainak direkt szorzata, igy akkor lesz nem Abel, ha az egyik Sylowja nem Abel, és
|K|]2%*-32.5.7 miatt ez csak a 2-Sylow lehet. Legyen P € Sylo(K). A 0./6. feladat
szerint P-nek van 2-nél nagyobb rendd, igy 4-edrendi eleme is; legyen g € P negyedrendf.
Minden mas Sylow benne van Cg(P)-ben, igy Cs(g)-ben is.

Ha n = 6, akkor |Cg(g)| = 8 mindkét fajta ciklusfelbontasia negyedrendid g elem-
re, ezért nincs Sg-ban (és akkor persze a kisebb foku szimmetrikus csoportokban sem)
nilpotens, nem kommutativ csoport, ami nem p-csoport.

S7z-ben a nem kommutativ p-csoportokat is meg kell hatdroznunk, ezért kezdjiik a
keresett K csoport 2-Sylowjanak leirdasaval. Mivel P benne van G = S; valamelyik 2-
Sylowjaban, feltehetjiik, hogy P < ((1234), (12)(34)) x ((56)) = D4 x Cs (ha nincs benne,
akkor atkonjugéalhatjuk abba a Sylowba). P vagy a teljes 16-odrendi csoport, vagy en-
nek egy 8-adrendi részcsoportja. Ha egy Hi/Ny — Hs /Ny izomorfizmus grafikonjaként
keressiik, akkor itt Hy = Dy, mert kiilonben P < H; x H; Abel-csoport lenne. Mivel
|P| = |H1| - |Na|, csak Ny = 1 lehetséges, és P vagy egy Dy/Dys — 1/1 izomorfizmus
grafikonja, azaz D4 x 1, vagy egy D4/N1 — C3/1 alakt izomorfizmusé, és itt N7 haromféle
lehet. Tehat S7 nem kommutativ 2-csoportjai (izomorfizmus erejéig):

Py =((1234),(12)(34), (56)) = D4 x Cy
P, =((1234),(12)(34)) = Dy

P; =((1234),(12)(34)(56)) = Dy

P, =((1234)(56), (12)(34)) = Dy

Ps =((1234)(56), (13)) = Dy

Ezek valoban nem konjugaltak egyméssal:
P; nem is izomorf a tébbivel, a P, P3, Py, P5 csoportokat pedig megkiilonbozteti egyméstol
az, hogy melyik tartalmaz 4-ciklust, illetve 2-ciklust.

Végil a P-k (i = 1,2,3,4,5) koziil egyediill Cg(P2) nem 2-csoport, és ebbdl még
megkapjuk a K = P5 x ((567)) = D4 x C3 nilpotens csoportot is.

. Bizonyitsuk be, hogy ha M maximdlis részcsoportja eqy G véges feloldhato csoportnak,
akkor |G : M| primhatvdny.

Megoldds: A G rendjére vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk az éllitdst. Ha G p-
csoport, akkor nyilvan igaz. Mivel G feloldhato, van egy 1 # N < G normalosztdja, ami
p-csoport. Ha N < M, akkor M /N maximalis részcsoportja G/N-nek, igy az indukcios
feltevés miatt |G : M| = |G/N : M/N| primhatvany. Ha N £ M, akkor M maximalitasa
miatt MN =G, ésigy |G: M|=|MN : M|=|N:(MNN)|||N|, ami primhatvany.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy nilpotens csoportban minden nem trividlis normdloszto metszi a
centrumot!

Megolddas: Legyen G = K1 > Ko > -+ > K41 = 1 a G ferde kommutatorlanca, és
1 # N <G. Legyen i a legkisebb index, amire N N K; = 1. Ekkor M = NN K;_1-
re 1 # M < N, tovabba [M,G] < [K;_1,G] = K;, és [M,G] < [N,G] = N, mivel N
normaloszto, tehat [M,G] < NN K; =1, vagyis M < Z(G), igy 1 # M < NN Z(G).
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4. Legyen x,y € G. Bizonyitsuk be, hogy

a) [x,y) = ly,2]'

b) [y, 2] = [z, 2)"[y, 2] és [z,yz] = [z, 2][x, y]*;

¢) [zy~t 2y, 27 alf [z, 27 YT = 1, ahol [2,y, 2] = [z, 9], 2].

Megoldds: ) [y,z]7' = (y o~ yx) ™" =2y oy = [z,9]

b) [zy,2] = (y'a7h)z"lay)e = y i@ leTlalyr =yl e ea)a Ty =
y e, 2y(y e yz) = (2, 2]Y ]y, 2.
A masik hasonloan bizonyithato, vagy az els6bdl is kijon, ha alkalmazzuk ra az a)
vészt: [w,y2] = [yz,a] 1 = (ly, 2l lz2) 1 = [z, 2] L[y, a]) ) = [z, 2l[, y]".
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Mindegyiknek az utols6 6t tagjat kiejti a kovetkezs, igy a szorzat:
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v vz tem ) (e yx) = 1.

[z, y " 2y, 2 2z 2 ) = (7Y

5. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B,C <G, akkor
a) [A, Bl <G;
b) [A, B] = [B, A];
¢) [AB,C] = [A,C][B,C);
d) [A,B,C] < [B,C,A]|C, A, B].

Megoldas: a) [A, B] generatorelemeit [A, B] generatorelemeibe viszi a konjugalas:
0,819 = g~ (a~b " ab)g = (a%)~ (b9) a9 = [a9, b9

b) [b,a] = [a,b]7! € AB, igy [B, A] < [A, B], és ugyanigy [A, B] < [B, A]. (Mellesleg ez
akkor is igaz, ha A és B csak részcsoportok.)

c) [A,C|,[B,C] < [AB,C], mert A,B < AB, és igy [A,C][B,C] < [AB,(C]. Masrészt
[AB, C] tetszoleges generatoreleme [ab, ¢] = [a, c]?[b, c] € [A4, C][B,C] (1d. 4.b)), mert
[A,C] < G.

d) Jeldlje egy a elem tetszSleges konjugéltjat a*. Vegyiik észre, hogy [a,b]™! = [b,a] =
b=ta"tba = b= (a"tbab™ )b = [a, b7 1]* = [a*, (b71)*], igy [A, B] minden eleme [a, b]
alakt elemek szorzata. Indukcidval bizonyithatjuk 4.b)-bél, hogy [x129---2,,y] =
[x1,y]*[x2, y]* - [xn, y]", tehat [A, B,C] = [[A, B], C] generatorelemei megkaphatok
[a,b, c]* alakil elemek szorzataiként, és ezek 4.c) szerint ([b,c, al*[c,a,b]*)™! alakban
irhatok, az utobbiak pedig benne vannak a [B, C, A][C, A, B] normalosztoban.

6. Legyen G nilpotens csoport, amelynek folsd centrdllinca 1 = Zy < Z7 < -+ < Zx = G, és
ferde kommutdtorlinca G = K1 > Ko > --- > K1 = 1. Bizonyitsuk be, hogy
a) [Z;, Ki]| < Zj—i, ha j > i;
b) [Ki, Kp_i11] = 1, minden i-re.
Megoldds: a) Tudjuk, hogy [Z;,G] < Z;,_; és [K;,G] = K;y; minden i-re. A
Z;,K;] < Z;_; allitast i-re vonatkozo6 teljes indukcidval bizonyitjuk. i = 1-re
Z;, K1) =[Z;,G] < Z;_;. Tegyiik fel, hogy ¢ > 2, és i — 1-re igaz az allitas. Ekkor

(2, Ki| = [Z;, [Ki-1, G| = [[Ki-1, G, Zj]
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az 5.b) szerint, és az utobbira alkalmazhatjuk az 5.d) allitast:
[Ki1, Gl Z;] < (|G, Z5), KialllZ, Kial, Gl < [Z1, Kial[Zj i1, G

(az elsé tagra a felss centrallanc tulajdonsagait, a méasodik tagra az indukcios feltevést
hasznaltuk). Még egy ugyanilyen lépéssel azt kapjuk, hogy

(25, K| < Z;_i 25— = Zj—;.

b) Mivel minden centrallanc a fels centrallanc alatt halad, a két szamozast Osszeigazitva
azt kapjuk, hogy K; < Zj_;11, ezért az a) rész miatt

(K, K—ip1] < [Zp—ir, Ki—iva] < Zop = 1.

7. Legyen M c nilpotenciaosztdlyi, N pedig d nilpotenciaosztdalyi normdloszto G-ben. Bi-

Hf1.

Hf2.

zonyitsuk be, hogy M N 1is nilpotens normdloszto, amelynek nilpotenciaosztdalya legféljebb
c+d.

Megoldds: Az 5.b) Osszefliggésbol kovetkezik, hogy K;(MN) = [MN,MN, ..., MN] (i-
szeres kommutéator) felirhato olyan i-szeres kommutatorok szorzataként, amelyekben min-
den tag vagy M, vagy N. Igy K. qi1(MN)-et olyan ¢ + d + l-szeres kommutétorok
generaljak, amelyekben van vagy legalabb ¢ + 1 darab M, vagy legalabb d + 1 darab N.
Ha A < G, akkor B < G-re [A, B] < [A,G] < A, tehat az els§ esetben elhagyhatjuk az
N-eket, a mésodikban az M-eket, és az igy kapott csoportok generatuma tartalmazza
Keyar1(MN)-t. De cl(M) = c és cl(N) = d miatt ezen csoportok mindegyike 1, tehat
Keygi1(MN) =1.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy G véges csoportban létezik legnagyobb nilpotens normdloszté (azaz

olyan, amelyik minden mds nilpotens normdlosztot tartalmaz). Ez a Fitting-részcsoport,
F(G).
Megoldas: Mivel a csoport véges, csak véges sok nilpotens normalosztéja van, és a 7.

feladat szerint ezek szorzata is nilpotens normalosztd, amely eszerint tartalmazza az Gsszes
nilpotens normaélosztot.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy véges feloldhato csoportnak minden nem trividlis normdlosztdja

metszi a Fitting-részcsoportot!

Megoldads: Legyen G véges feloldhato csoport, és 1 # N < G. Mivel G feloldhato, N is az.
Legyen M az N kommutatorlancanak utolsé # 1 tagja. Ekkor M char N <G miatt M <G,
és mivel M Abel, az is nilpotens normaloszté. Igy 1 # M < F(G)N N.

Legyen N, K <G, ahol K nilpotens, és N minimadlis normdloszto a G-ben. Bizonyitsuk be,
hogy N < Co(K).

Bizonyitsuk be, hogy ha G' < Z(G), akkor barmely x,y € G-re és n pozitiv egész szamra
(zy)" = a™y" [y, 2] 3).



