Csoportelmélet 6. feladatsor 2016. aprilis 20.

. Bizonyitsuk be, hogy ha p a |G| legkisebb primosztdja, és a G p-Sylowja ciklikus, akkor
G-ben van normdl p-komplementum!

Megoldds: A Burnside-féle p-komplementumtételt szeretnénk alkalmazni. Ehhez azt kell
bebizonyitanunk, hogy egy P € Syl,(G) p-Sylow-részcsoportra Ng(P) = Cq(P).

Mivel az Ng(P) elemeivel valo konjugalas automorfizmusként ha a P csoporton, és a
hatas magja Cq(P), a H = Ng(P)/Cq(P) csoport beagyazhatéo Aut P-be. Ha P = Cpn,
akkor | Aut P| = p"~1(p — 1), viszont |H| | |G : Cq(P)| | |G : P|, ugyanis a P kommutativ
csoport benne van a centralizatoraban. Tehét |H| osztoja p"~1(p—1) és |G : P| legnagyobb
k6zos osztojanak, ami 1, ugyanis p nem osztja |G : P|-t, mert P p-Sylow, és p—1 primosztoi
sem oszthatjak, mert p a |G| legkisebb primosztoja.

Tehat Ng(P)/Cq(P) = 1, azaz Ng(P) = Cg(P), igy G-ben van normal p-
komplementum.

Egy G csoport metaciklikus, ha G’ és G/G' ciklikus.

. Ldssuk be, hogy minden véges, nilpotens, metaciklikus csoport ciklikus!

Megoldas: Ha G nilpotens, akkor G’ < ®(G), igy G/®(G) = (G/G")/(®(G)/G") fak-
torcsoportja a G/G’ ciklikus csoportnak, tehat maga is ciklikus. Ezért van olyan g € G,
amelyre {a } U®(G) generatorrendszere G-nek. Viszont ®(G) elemei egyenként elhagy-
hatok a generatorrendszerbdl, ezért G = (a), azaz G ciklikus.

. Bizonyitsuk be, hogy ha eqy G véges csoport minden Sylow-részcsoportja ciklikus, akkor G
metaciklikus!

Megoldds: Az a tulajdonsag, hogy a Sylow-részcsoportok ciklikusak, oroklgdik a
részcsoportokra és faktorcsoportokra (részcsoport Sylow-részcsoportja bedgyazhato a G
Sylowjaba, és a G Sylow-részcsoportjdnak a képe a faktorizalasnal a faktorcsoport Sy-
lowja). Az 1. feladatbol kovetkezik, hogy G-ben van normal p-komplementum a legkisebb
primosztohoz, igy indukcioval bizonyithato, hogy G feloldhaté. A kommutatorlancanak
a faktoraira is igaz, hogy a Sylowjai ciklikusak, de mivel ezek Abel-csoportok, a Sylow-
jaiknak direkt szorzatai, ezért a kommutéatorlanc faktorai ciklikusak. Végiil hasznalhatjuk
az el6adasrol azt a lemmat, hogy nem lehet G'/G"” és G”/G"" mindegyike nem trivialis
ciklikus csoport, ezért G = 1, és G metaciklikus.

. Tegyiik fel, hogy a véges G csoport minden Sylowja ciklikus, és M <N <G. Bizonyitsuk be,
hogy M < G.

Megoldas: |M|+|N|+|G|-re vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk az allitast. M = 1-re
nyilvan igaz, tehat feltehets, hogy M > 1.

Vegyiik észre, hogy az 1. feladatbol indukcioval az is kévetkezik, hogy G legnagyobb
primhez tartoz6 Sylowja normaloszto: legyen H a legkisebb primhez tartoz6 normal komp-
lementum. Ez kisebb rendd, és szintén ciklikusak a Sylowjai, tehat a legnagyobb primhez
tartoz6 P Sylowjara P < H, amibdl P char H < G miatt P < G.

A feladat M részcsoportjaban is normélosztoé a legnagyobb p primhez tartozé P €
Syl, (M) Sylow-részcsoport. Erre P char M <N, tehat P<N az N-nek normalis p-csoportja.

Ezért P benne van N Osszes Sylow-részcsoportjaban, igy azok metszetében, O, (N)-
ben is. Mivel O,(N) char N « G, azt kapjuk, hogy P <O,(N)<G. Ha O,(N) = N, akkor
N p-csoportja G-nek, ezért ciklikus, és igy M char N<G = M <G. Ha O,(N) < N, akkor
az indukcios feltevés miatt P< G, és akkor az M /P <N/P <G/ P sorozatra alkalmazhatjuk
az indukcios feltevést: M/P<G/P, igy M < G.

. Legyen G > H > K, és |G : K| < oco. Mutassuk meg, hogy T¢s_, ;- Thr_ i = T, i, ahol
Tt .y :G/G—- H/H aTgpy:G— H/H' dltal indukdlt homomorfizmust jeléli.
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Megoldds: Legyen H = J,_, Kz; és G = J;_, Hy;. Ekkor G =, ;Kz;y;. Ha
Yi9 = hiyis, & wihj = kijZia;,
akkor
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. Ldssuk be, hogy |2 > k-ra G < Sq akkor és csak akkor k-tranzitiv, ha G tranzitiv, és G,
(k — 1)-tranzitiv az Q \ { « }-n valamely/bdarmely o € Q-ra!

Megoldds: Tegytk fel, hogy G k-tranzitiv. Ekkor nyilvan tranzitiv is (az elsirt a — [
megfeleltetést kiegészithetjiik tetszélegesen két k-as kozotti megfeleltetéssé), és G, (k—1)-
tranzitiv tetszéleges a-ra, mert egy (a, ao, ..., ) k-ast at lehet vinni egy (o, 5, ..., Bk)
k-asba, ha { ag,...,ar } és {Ba,..., Bk } (k— 1)-elemi részhalmazok Q2 \ { « }-ban.

Most tegyiik fel, hogy G tranzitiv, és G, (k — 1)-tranzitiv valamely a-ra, tovabba
legyenek { aq,...,ax } és{f1,..., Bk } k-elemi részhalmazok Q-ban. A tranzitivitas miatt
van olyan g, h € G, hogy g : a1 — «a és h : a+— [31, tovabba G, (k — 1)-tranzitivitasa miatt
van olyan = € G, amelyre a9z = B;h ™' Vi € {2,...,k}. Igy a1(gxh) = axh = ah = By,
és a;(grh) = (a;9)xh = (Bh Y)h=B; Vi€ {2,...,k}.

. Milyen n és q esetén lehet a V =Ty vektortér AGL(V) affin csoportja k-tranzitiv valamely
k> 2-re?

Megoldds: Legyen G = AGL(V)={xz+— Az+b|A e GL(V), b€ V }, ahol dimg V = n.
G tranzitiv, mert tetszéleges a,b € V-re a — al + (b —a) = b. A 0 vektor stabilizatora
Go = GL(V). Gy tranzitiv V' \ {0 }-n, ugyanis tetszéleges a,b # 0 vektorokat ki lehet
egésziteni egy-egy bazissé, és van olyan invertalhato transzformécio, ami az egyik bazist a
masikba viszi. Igy G mindig 2-tranzitiv.

Go nem lehet 2-tranzitiv, ha n > 1 és |K| > 2, mert akkor u,v € V fliggetlen
vektorokra, és A € K \ {0,1} skalarra az (u, Au) Osszefliggé part nem tudjuk az (u,v)
fiiggetlen parba képezni linearis transzformaciéval.

Ha n = 1 és |K| > 3, akkor sem lehet Gy 2-tranzitiv, mert akkor van A # p €
K\{0,1}, ésegy 0+# v eV vektorra a (v, \v) part nem képezhetjiik a (v, pv) parba.

Han =1 és |K| = 3, akkor |V| = |K| = 3, és G 3-tranzitiv, mert GL(V) 2-tranzitiv

((1,—1) (1, 1) es (1, -1) T (=1,1)).

Ha |K| = 2, és n > 2, akkor Gy 2-tranzitiv, mert minden v # v nem nulla vektor
fiiggetlen is, és egy (u1,us) fiiggetlen vektorpart at lehet vinni egy tetszéleges (vq,v2)
fiiggetlen vektorparba tugy, hogy mindegyiket tetszélegesen kiegészitjiik bazissa. Tehat
ilyenkor G 3-tranzitiv. Viszont ha n > 2, akkor Gy 3-tranzitiv méar nem lehet, mert
u,v,w € V fliggetlen vektorokra az (u, v, u+v) dsszefiiggs vektorharmast nem képezhetjiik
az (u,v,w) fliggetlen vektorharmasba.

Végiil ha | K| = 2 ésn = 2, akkor |V| = 4, és ezen G 4-tranzitivan hat, mert tetsz6leges,
3 kiilonb6z6 nemnulla vektorbol 4116 (uq, usg, us) és (v1, va, v3) vektorharmasra ug = uj +us
és v3 = v1 + Vg, tehdt az A : uy — vy, us — vy invertalhatod transzformaéaciora A : uz — vs.

Osszefoglalva: G 4-tranzitiv, ha n = 2 és |K| = 2,
3-tranzitiv (de nem 4-tranzitiv), han =1 és |K| =3 vagy n > 3 és |K| = 2,
és minden mas esetben csak 2-tranzitiv.



