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. Hatarozzuk meg ekvivalencia erejéig az 6sszes olyan tranzitiv permutdciocsoportot, amely
izomorf Sy-gyel!

Megoldds: S, hiiséges tranzitiv cosportreprezentacidi megkaphatok az olyan részcsoportok
mellékosztalyain valé hatasokként, amelyek nem tartalmaznak normaélosztot. Konjugalt
részcsoportok nyilvan ekvivalens csoporthatast adnak, tehat elég a részcsoportok kon-
jugaltosztalyaibol egyet-egyet megnézni. Legyen H < Sy.

H = 1: a Cayley-reprezentécio, 24 elemen.

H = ((12)) vagy H = ((12)(34)): 12-edfoktiak. Nem ekvivalensek, mert a masodikban a
V' Klein-csoportnak van 2-elemii orbitja, az els6ben V' mindegyik orbitja 4-elemti. A kocka
(S4-gyel izomorf) mozgéscsoportja hiiségesen hat a 12 élen, és az elgbbi szerint ez az ((12))-
n val6 hatassal lehet csak ekvivalens, ugyanis abban a harom szimmetriatengely koriili
180°-0s forgatasok adjak V' mésodrendd elemeit, és azok a parhuzamos éleken tranzitivan
hatnak.

H = ((123)): 8-adfoku (ekvivalens a kocka mozgascsoportjanak hatasaval a 8 csiicson)

H = ((1234)) vagy H = ((12),(34)): 6-odfokuak, és nem ekvivalensek, mert az elsében
a negyedrendii elemeknek van fixpontjuk (elég egyet megnézni koziiliik, hiszen mind kon-
jugaltak), a masodikban nincs. A kocka mozgascsoportjanak a 6 lapon valé hatésa az
elsGvel ekvivalens (itt a negyedrendd elemek a szimmetriatengelyek koriili 90°-os for-
gatasok). (Az Sy 2-Sylowjaban csak harom negyedrendi részcsoport van, de a harmadik
a Klein-csoport, ami normalosztd Sy-ben, ezért nincs tobb hiiséges, tranzitiv, 6-odfoku
csoporthatas.)

H = S3: 4-edfoki, az Sy természetes hatasa.

Minden ennél nagyobb rendii részcsoport tartalmazza a Klein-csoportot, igy nem ad
htiséges csoporthatast.

. Tegyiik fel, hogy G < Sq primitiv, és |G| nem prim. Bizonyitsuk be, hogy minden a, B € Q-
ra o # B esetén (G, Gg) = G.

Megoldds: G primitiv = a stabilizatorok maximaélis részcsoportok = Va # [-ra vagy
Go = Gp, vagy (Go,Gpg) = G. Legyen a ~ 8, ha G, = Gg. A ~ ekvivalencia relacio
megadja az ()-nak egy particiojat, amely G-invarians, mert o ~ 8 = G, = Gg = Vg € G-
re Gog = (Go)? = (Gp)? = Gy = ag ~ Bg. Tehat ha van olyan o # 3, amelyre G, = G,
akkor G primitivitdsa miatt a ~-hoz tartozo particié csak egyetlen osztalybol allhat, azaz
minden stabilizitor megegyezik. De a stabilizatorok metszete 1, tehat ebben az esetben a
stabilizatorok trivialisak. Viszont a primitivitds miatt maximaélis részcsoportok is, amibdl
az kovetkezne, hogy |G| prim, ellentmondva a feltevésnek.

Tehat barmely a # f-ra G, # Gg, és igy (Ga, Gp) = G.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a G véges csoportnak van olyan mdsodrendd automorfizmusa, amely
fizpontmentes G \ {1 }-en, akkor G Abel-csoport.
—1, -1

Megoldds:  a) Ha az invertalas automorfizmus, akkor (zy)~! = z7ly
(z7ly™H) 7 =y Va,y.

b) Tekintsiik a ¢ : G — G, x — 2~ (z0) leképezést. Ez sziirjektiv, ugyanis 2~ !(zo) =
y 1(yo) = ay~! = (wo)(yo)™! = (wy~1)o, és o fixpontmentes G\ {1}-en = 2y~ =1
=T =Y.

Mivel G véges, v sziirjektiv is, tehdt G minden eleme el6all = !(zo) alakban. Vi-
szont (71 (zo))o = (zo) Hwxo?) = (zo) o = (71 (xz0))7!, tehat o az egész csoporton
invertalassal hat, igy G' Abel-csoport.

Ha G-nek lenne masodfoku eleme, az fixpontja lenne o-nak, tehat G paratlan rendd.
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Egy G < S, permutdcidcsoport %—tmnzitz’v, ha minden orbitja ugyanakkora.

G k+ %-tmnzitz’v, ha G k-tranzitiv, és Gi 2,k %-tmnzitz’v a tobbi elemen.

Tegyiik fel, hogy G < S, 2-tranzitiv. Bizonyitsuk be, hogy G-nek minden nem trividlis
normadlosztoja %—tmnzz’tz’v.

Megoldds: Legyen 1 # N <G, és a € Q. Ekkor V3,v € Q\{a}radge G: g: a— aés
g: B+ . Mivel g € G, és N, = Go NN <Gy,

|’7NO¢| = |69Noz| = |6No¢g| = |6No¢|7

tehat N, minden Q \ { « }-beli orbitja azonos méret1.

. Legyen G < S,, primitiv, és tegyik fel, hogy G-nek nincs requldris normdlosztdja, tovabbd,
hogy G, egyszeri. Bizonyitsuk be, hogy G is eqyszeri!
Megoldds: Legyen 1 # N < G. Mivel G primitiv, N tranzitiv.
NNG, <Gy, és G, egyszeri = N NG, =1 vagy G,.

Az els6 esetben NNGog = NN (Go)? = N9N(Gy)? = (NNGy)Y =1 minden g-re,
tehat G tranzitivitasa miatt N regularis, ami a feltevés miatt nem lehet.

A maéasodikban G, < N, de G, maximalis G-ben, és G, nem tranzitiv, igy G = N.

. Legyen N <G reguldris normdloszto a G < S,, permutdciocsoportban. Bizonyitsuk be, hogy
a H = G, stabilizdtorral G = N x H, és H hatdsa a konjugdldssal az N-en ekvivalens a
H természetes hatdsdval az {1,2,...,n} halmazon!

Megoldds: Az N regularitasa miatt van egy bijekcio 2 = {1,2,...,n} és N kozott:
Legyen 8 € N az az elem, amelyre a8 = 3.

Igy a az N egységeleme, és tetszbleges g € G hatésa N-en:

a9~ Bg) = aBg = By, tehat g~'Bg = By,

vagyis a konjugalas hatasa megadott bijekci6 szerint megfelel a GG, hatdsanak az ) halma-
zon.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 4-tranzitiv G < S, csoportnak van reguldris normdlosztoja,
akkorn =4, és G = Sy.

Megoldas: Ha G 4-tranzitiv, akkor G, 3-tranzitiv az Q\ { a }-n, tehat a 6. feladat szerint
egy regularis N < G normalosztéra a G,-nak a hatédsa N-en a konjugalassal ekvivalens
a G, hatasaval az Q@ = {1,...,n} alaphalmazon, kovetkezésképpen G, és igy az N
automorfizmuscsoportja is 3-tranzitiv NV \ {1 }-en. Minthogy az automorfizmusok tartjak
a rendet, N minden 1-t6] kiilonb6z6 eleme azonos rendt, és igy p rendd, valamilyen p
primre. Ebbdl kévetkezik, hogy N p-csoport, igy feloldhato is, és mivel karakterisztikusan
egyszer (az Aut N N \ {1 }-en val6 tranzitivitdsa miatt), N’ = 1, azaz N elemi Abel-p-
csoport. Ez egy multiplikativ vektortér I, folott, tehat felhasznalhatjuk a 6. feladatsor
7. feladatanak eredményét, amely szerint GL(V') csak akkor lehet 3-tranzitiv V' \ {0 }-
n (AGL(V) pedig 4-tranzitiv V-n), ha V 2-dimenziés vektortér egy 2-elemii test f6lott.
Tehat |N| = 4, s mivel N regularis, n = 4. Sy-nek pedig maga Sy az egyetlen 4-tranzitiv
részcsoportja.

. Az 5. és 7. feladat eredményét felhaszndlva adjunk uj bizonyitdst arra, hogy A, egyszeri,
ha n > 4.
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Megoldas: ElGszor belatjuk, hogy As egyszert. Legyen 1 # N < A5. Mivel A5 3-tranzitiv,
primitiv is, igy N tranzitiv, és ezért 5 | |N|. De akkor N tartalmazza A Osszes 5-
Sylow-részcsoportjat, amelybdl 6 darab van (24 6tédrendd elembdl), igy 30 | |[N|. Ebbél
kovetkezik, hogy N tartalmazza As-nek valamelyik, és igy az Osszes 3-Sylowjat. A 3-
ciklusok pedig kigeneraljak az egész As-6t, tehat N = As.

Most legyen n > 5, és tegyiik fel, hogy A, _; (ami egyuttal az n stabilizatora A,-ben)
egyszerii. A 7. feladat szerint A,-nek nincs regularis normalosztoja, igy az 5. feladatbol
kovetkezik, hogy A,, egyszert.

. Hdny eleme van a GL,(q), SL,(q) és PSL,(q) csoportoknak?

Megoldds: GLy,(q) elemei az invertalhaté n x n-es matrixok a ¢ elemi F, test f5lott. Egy
ilyen métrix els§ sora barmilyen # 0 vektor lehet F-bdl, tehat (¢" — 1)-féle vektor koziil
valaszthatunk. A méasodik sor barmi lehet, ami nem skalarszorosa az els§ sornak: (¢" — q)-
féle. Es ha mar kivalasztottunk i fiiggetlen vektort az elsd i sorba, akkor az (i + 1)-edik sor
[y, barmely olyan vektora lehet, ami nem all el6 az els6 i darab fiiggetlen vektor linedris
kombinaciojaként, azaz (¢" — ¢*)-féle. Tehat

n—1

GLa(g)l = [] (¢" = a").

i=0
A det : GL,(q) — F; homomorfizmus sziirjektiv (tetszleges a € F; elemre az

a,1,1,...,1 atloju diagonalis matrix determinansa a), és magja SL,(q), igy

|SLn(q)| = |GLn(q)l/(qg —1).

Végiil Z(SL,(q)) elemei az 1 determinansa skalarmatrixok, €I, ahol € megoldasa az
"™ = 1 egyenletnek. Mivel F; (¢ — 1)-elemii ciklikus csoport, az egyenletnek pontosan
(n,q — 1) megoldasa van. Tehat

[PSLn(q)| = [SLn(q)l/(n,q = 1).

Mi az SLs(3) 2-Sylowja? Bizonyitsuk be, hogy SLa(3) % Sy.
Megoldds: |SL2(3)] = (32 — 1)(3% — 3)/2 = 24, tehat a 2-sylowja 8-adrendd. Az A =

_g (1) negyedrendd métrix belefoglalhatd egy 2-Sylowba, tehat olyan 2-hatvanyrendi
elemet kell keresniink, amely normalizalja az A matrixot. Az AX = X A linearis egyenlet-
rendszernek csak az {_Z 2] matrixok a megoldasai, amelyek koziil csak az A hatvanyai

az 1 determinansiak F3 folott. Az AX = XA~! egyenletrendszer megoldasai [ch _2]

alakiiak, és példaul B = E

rendd, és (A, B) =~ ). Viszont Sy 2-Sylowja Dy-gyel izomorf, igy SL2(3) % Sy.

_” determinansa 1. Mivel B2 = —I = A2, B is negyed-

Bizonyitsuk be, hogy eqy véges requldris csoport akkor és csak akkor primitiv, ha prim
rendd.

Bizonyitsuk be, hogy SLa(5) 2-Sylowja izomorf a kvaternidcsoporttal!



