Csoportelmélet 2. zh 2016. majus 17.

. Bizonyitsuk be, hogy a D,, diédercsoport akkor és csak akkor nilpotens, ha n 2-hatvdny!

Megoldds: Ha n = 2%, akkor |D,,| = 2¥+1, és minden p-csoport nilpotens.

Ha n = 2¥.m, ahol m # 1 paratlan, akkor D,,-ben van m-edrendii forgatas (fi = f™/™), és ez nem cserélhetd
fel a t tiikrozéssel, ugyanis t = fit = f; ' # f1. Viszont egy nilpotens csoportban a relativ prim rendi elemek
felcserélhet6k egymaéssal, igy D,, nem lehet nilpotens.
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x| alakd madtrizok dltal alkotott részcsoport rendjét és izomor-
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. Hatdrozzuk meg GL3(2)-ben az

S = X

fiatipusat.
Megoldds: A harom csillag helyére egymastol fiiggetleniil kétféle elemet valaszthatunk, igy a csoport elem-
szama 8. Nézziik meg, hogy hanyadrendii elembdl hany van a csoportban!
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(a szamolasnal felhasznaljuk, hogy Fa-ben minden elem kétszerese 0), igy a csoportban két negyedrendd, 6t
mésodrendt, és 1 els6rendtd elem van. A nyolcadrendd csoportokban a masodrendd elemek széama:

Cgs-ban 1, C4 x Cy-ben 3, Cy x Cy x Cy-ben 7, @-ban 1, Dy-ben 5,

tehét a csoport csak Dy-gyel lehet izomorf.

. Bizonyitsuk be, hogy a G = <z,y|y71zy =22 y oyt =a!, oyt = 1> csoport véges. Hatdrozzuk meg G

rendjét!
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Megoldds: x7' =y 22y? = y~ Ly tay)y = y 12y = (2?)? = 2* = 2° = 1. Mivel y normalizédlja (z)-et,
G = (z,y) = (x) (y), és ebbdl |G| < |(x) || (y)| < 5-4 = 20. Masrészt az (a) x (b) = C5 x C4 csoport, az
a® = a® hatéassal (ilyen valoban van, mert a négyzetre emelés Cs-6n negyedrendi automorfizmus) kielégiti a

relaciokat, tehat homomorf képe G-nek, és igy |G| > 20 = |G| = 20.

. Bizonyitsuk be, hogy Sy 2-tranzitivan hat a 3-Sylowjain a konjugdldssal!

Megoldds: Sy 3-Sylowja harmadrendd, és S4-ben 8 harmadrendi elem van, ez négy Sylowot ad.

I. megoldas: Elég belatni, hogy az ((123)), ((124)) part barmelyik Sylow-parba el lehet vinni. Mivel barmely
két 3-ciklusnak van két kozos eleme, a kép ((abe)), ((abd)) alaka, az (abc) és (abd) generatorelemekbe pedig
at lehet konjugalni az (123), (124) part azzal a permutéacioval, amelyik az 1,2, 3,4 elemeket rendre az a, b, ¢, d
elemekbe viszi.

II. megoldas: G tranzitiv a 3-Sylowokon a Sylow-tétel miatt. Mivel semelyik Sylow nem normalizalhatja a
mésikat (mert akkor nagyobb 3-csoportot generalnanak), az ((123)) stabilizatorabol (123) fixpontmentesen,
kovetkezésképpen ciklikusan hat a maradék harom Sylowon, tehat a stabilizator tranzitiv a tobbi elemen.

. Bizonyitsuk be (a Burnside-féle p®qP®-tétel nélkiil), hogy minden 8 - 49 rendi csoport feloldhatd!
Megoldds: Legyen |G| =8-49, és P € Syl;(P). A 7-Sylowok szama |Syl7(G)| =1 (mod 7) és |Sylz(G)] | 8,
igy G-nek 1 vagy 8 darab 7-Sylowja van.
Ha 1, akkor P< G, és P és G/P is p-csoport, igy feloldhatok, tehat G is feloldhato.
Ha 8, akkor Ng(P) = P < Cg(P) < Ng(P) (felhasznélva, hogy a 72 rendii P csoport sziikségképpen
kommutativ) = Ng(P) = Cg(P), tehat a Burnside-féle normal-p-komplementumtétel szerint van olyan
N <G, amelyre |N| = 8. Ekkor is igaz, hogy N és G/N is p-csoport, tehat feloldhatok, és igy G is az.
a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy G véges csoportnak van hiséges, primitiv csoporthatdsa, akkor ®(G) = 1.
b) Ldssuk be, hogy egy p-hatvinyrendd primitiv permutdcidcsoport csak elemi Abel p-csoport lehet.
Megoldds: — a) Ha a csoporthatas primitiv, akkor a stabilizatorok maximalisak. Igy ®(G) < NpeqGa, és az
utébbi 1, mert a csoporthatas hiiséges.
b) Ha G primitiv permutéciocsoport, akkor az a) rész miatt ®(G) = 1. Viszont G p-csoport, ezért G/P(G)
elemi Abel p-csoport, vagyis maga G elemi Abel p-csoport.



