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. Adjunk példdt olyan L hdlora, és annak eqy S részhalmazdra, hogy S nem részhdlo L-ben,
de az L-en természetesen definidlt részbenrendezés S-re valo megszoritisa az S-en is hdlot
definidl. Hany elemi a legkisebb ilyen L?

Megoldas: FEgy részcsoporthalé benne van a csoport hatvinyhalmazaban, és a halohoz
tartozo rendezés ugyanaz a tartalmazas szerinti rendezés, mint amit a hatvanyhalmaztol
orokolt, de altalaban nem zart az uniéra, tehat nem részhélo.

Ha L egy részhalmaza lancot alkot, azaz barmely két elem 6sszehasonlithato, akkor
az egyesités és a metszet a részhalmazban is a két elem nagyobbika, illetve kisebbike,
igy ebben az esetben részhalot kapunk. Tehét ha ellenpéldat keresiink, akkor S-ben kell
lennie egy legnagyobb és egy legkisebb elemnek a 3. a) feladat szerint, és legalabb két
Osszehasonlithatatlannak, ezért S legaldbb 4-elemd, L pedig legalabb 5-elemi. Ekkora
ellenpélda valéban létezik:

1 1
a
L: S={1,b,¢,0} =
b c b c
0 0

Itt S nem részhaldé, mert S-ben nincs benne a b és ¢ L-beli egyesitése, illetve itt az
egyesitésiik a helyett 1.

. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges részben rendezett halmazban teljesiilnek az (a Ab) Va =a
és (a VvV b) N a = a elnyelési tulajdonsagok azokra az a,b elemekre, amelyekre létezik a N b,
illetve a \V b.

Megoldads: Azt kell észrevenniink, hogy ha egy részbenrendezett halmazban x < y, akkor
x-nek és y-nak létezik legkisebb fels korlatja: = V y = y, és legnagyobb alsé korlatja is:
TNy =2

Ha az a, b elemekre létezik a A b, akkor a A definicijabol addéddéan a A b < a, tehat
(a Ab)V a = a, és ha létezik a V b, akkor a < a Vb, igy (a Vb) Aa = a.

a) Bizonyitsuk be, hogy egy véges hdlonak mindig van legkisebb és legnagyobb eleme, de
végtelen hdlora ez nem feltétlendil igaz.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy részbenrendezett halmaznak van legnagyobb eleme, és az
elemek minden nem tires részhalmazdanak van legnagyobb also korldtja, akkor minden
nem tres részhalmaznak van legkisebb felsd korlatja, és igy a részbenrendezés (teljes)
hdlot definidl.

Megoldas: a) Vehetjiik az Osszes elem egyesitését, ami nyilvan fels6 korlatja minde-
gyiknek, illetve az Gsszes elem metszetét, ami alsd korlatja az Gsszes elemnek. Vi-
szont egy tetszoleges rendezett halmaz (azaz lanc) halot alkot, de nem feltétleniil van
legkisebb vagy legnagyobb eleme, vehetjik példdul a Z halmazt a természetes ren-
dezésére nézve.

b) Tegyiik fel, hogy L egy részbenrendezett halmaz egy 1 € L legnagyobb elemmel, és
L-ben minden nemiires halmaznak van legnagyobb also korlatja. Legyen () # X C L.
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Jelolje Y az X Osszes fels6 korlatainak halmazat, azaz Y = {a € L|z <a Vz € X }.
Ez nyilvan nem {ires, mert 1 fels6 korlatja minden elemnek. Legyen most yy az Y
legnagyobb als6 korlatja. Vegyiik észre, hogy X minden eleme als6 korlatja az egész
Y-nak, ezért x < yg minden z-re, vagyis yg felsé korlatja X-nek. De yy < y minden
y € Y-ra, ezért yo az X legkisebb felsé korlatja.

4. Rajzoljuk fol az dsszes
a) 3- és 4-elemd részbenrendezett halmazt;
b) legfoljebb 5-elemi halot
1zomorfia erejéig.

Megoldds:

a)

A részbenrendezéseket felsorolhatjuk dgy, mint iranyitott grafokat, ahol a-bol b-be
akkor megy él, ha a > b. Vegyiik sorra a lehetséges iranyitatlan grafokat élszam
szerint, aztan iranyitsuk agy, hogy az iranyitds ne mondjon ellent a rendezési relaciod
tranzitivitasanak. Két részbenrendezett halmaz pontosan akkor lesz izomorf, ha a
megfelel§ iranyitott grafok izomorfak.

A 3-elemd irdnyitott grafok:
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és a hozzajuk tartozo részbenrendezett halmazok:

LAV

A 4-elemd irdnyitott grafok:
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. X
és a hozzajuk tartozo részbenrendezett halmazok:

o o 00 I.. I I v. A. N /I\ \I/
Mivel egy véges halonak mindig van legkisebb és legnagyobb eleme, csak az szamit,
hogy a kozbiils6 elemeken milyen részbenrendezést adunk meg. Igy az 1-, 2- és 3-elemti

halo egyértelmt, 4-elemiibdl kettd van: a két kozbiils§ elem vagy Osszehasonlithato,
vagy nem, végiil az 5-elemtieket tigy kapjuk meg, hogy az a) részben felsorolt 3-elemii
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részbenrendezett halmazokat kiegészitjiik egy legkisebb és egy legnagyobb elemmel.
Ellenérizni kell még, hogy igy valéban halét kapunk-e, de csak akkor nem lesz ez
a kiegészités hald, ha a részbenrendezett halmazban valamelyik két elemnek tébb
minimalis felsé korlatja vagy tobb minimalis als6 korlatja is volt. Igy még a 6-
elemiiekbdl is csak a 2. sor 2. elemébdl gyartott részbenrendezett halmazt kell kizarni.
A legfoljebb 5 elemii halok tehéat:

- <>4><>€><?

Egy L hdlé moduldris, ha minden a,b,c € L-re a > ¢ esetén a A (bV c) = (a Ab) V
A disztributiv hdlok nyilvan moduldrisak is.

. Bizonyitsuk be, hogy N5 nem moduldris, és forditva, ha L nem moduldris, azaz valamely
a, b, c elemekre nem teljestl a fenti dsszefiiggés, akkor aza A (bV c), (a Ab)V c és b elemek
egy Nx-tel izomorf részhdlot generdlnak.

Megoldas: Ha Ny elemei:

akkor a > c¢,ésa A (bVe)=aANl=aés (aNb)Vec=0Vc=c, tehat N5-ben nem teljestil
a modularis azonossag.

Tetsz6leges a > c-re igaz, hogy a A (bV ¢) > (a A b) V ¢, mert a felss korlatja a A b-
nek és c-nek is, tehat a > (a A b) V ¢, tovabba bV c is fels6 korlatja mindkettének, igy
bVe>(aNb) Ve, ésebbsl a (bVe) > (aAb)V c kivetkezik. Tehéat ha a, b, c-re nem
teljesiil a modularis azonosséag, akkor x = a A (bVc)-re és y = (aAb)V c-re x > y. Masrészt
yVb=(aANb)VeVb=((aNb)Vb)Ve=bVec>xzésxAb=aN(bVc)ANb=aAb<y,
ezért bVe>xVb>yVb=bVcmiatt tVb=0VcésaNb<yAb<xAb=aAbmiatt
yANb=aAb. Tehat az {z,y,b,a Ab,bV ¢} halmaz az N5-tel izomorf részhalot alkot.

. Rajzoljuk fel a kévetkezd csoportok részcsoporthdldojdat! Jeloljik meg bennik a normdl-
osztokat!

a) Cy, C3z, Cy x Ca, C3 x Cg, Csy;

b) a Q kvaternidcsoport;

C) D4;.

d) Sz, As;

e) a Cpeo kvdziciklikus csoport, azaz a p-hatvanyadik komplex egységgyokdk multiplikativ

csoportja.

Amelyik nem moduldris, vagy moduldris ugyan, de nem disztributiv, abban mutassunk Ns-
tel, illetve Ms-mal izomorf részhdlot.

Megoldds: Az a) és e) részben Abel-csoportok vannak, és (Q-nak is minden részcsoportja
centralis vagy 2 indext, igy normaélosztod, ezért ezek a csoportok modularisak. Ezek koziil
Cy x Cq, O3 x Cg = (C3 x C3) x Cq és @ részesoporthéaloja nem disztributiv: L(Cy x Cy) =
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M3, a méasodiknak intervalluma az L(C3 x C3) = My, amelynek nyilvanvaléan részhaloja
M3, a @ kvaterni6esoportnak pedig intervalluma az Ms. Az &dbrakon fekete helyett fehér
korrel jeloljiik a nem normaéalosztokat, és bekarikazassal egy Ns-tel izomorf részhald elemeit
(ahol van). L(S3) = My-r6l lathato, hogy nem tartalmaz Ns-tel izomorf részhalot, igy ez
is moduléris, viszont nem disztributiv, mert részhéloja az Ms.

L(C4> = } L(ng) = z L(CQ X CQ) = @ L(Cg, X 06) ~

L(S5) = L(As) = @

Végiil Cpe részesoporthiloja megszamlalhatéan végtelen felszallo lanc, ugyanis minden p*
rendd egységgytk generalja az Osszes p’ rendit, ahol ¢ < k. Ez a részcsoporthalo nyil-
vanvaldan disztributiv, bar a csoport nem ciklikus, csak “lokédlisan” ciklikus, azaz minden
végesen generalt részcsoportja ciklikus.

. Hatarozzuk meg az dsszes olyan csoportot, amelynek a részcsoporthdloja Mo, Mg, illetve
Mz, ahol M, azt az (n+2)-elemd hdldt jeloli, amelynek n kiézbilsd eleme pdaronként dssze-
hasonlithatatlan.

Megolddas: Vegyiik észre, hogy a részcsoporthalé 0-elem f6l6tti miniméalis elemei éppen a
csoport primrendi részcsoportjai: csak a primrendiieknek nincs valédi részcsoportja. Tehat
ha a részcsoporthalé M,,, akkor a csoportnak minden valédi részcsoportja primrendi. Ez
torténhet agy, hogy G p-csoport, de mivel p-csoportban (s6t minden feloldhato csoportban)
van olyan kompoziciélanc, amelynek minden faktora primrendt, ebben az esetben |G| = p?,
kovetkezésképpen G Abel-csoport, azaz G = Cp2 vagy G = C), x C),. Az els6 esetben a
részcsoporthéld 3-elemi lanc, tehat nem izomorf semelyik megadott haléval, a masodikban
a p-edrendd részcsoportok szdma (p* — 1)/(p — 1) = p + 1, tehat ekkor L(G) & M, 1. A
megadott harom halo koziil csak a masodik ilyen, tehét Mg a részcsoporthaldja a Cs x Cs
csoportnak, de a t6bbire nincs megfelel6 p-csoport.

Ha G nem p-csoport, akkor minden Sylow-részcsoportja primrendi ciklikus. Ha
valamelyik normaéloszto, akkor a részcsoporthalébél leolvashato, hogy a vele vett faktor-
csoport is primrendd, tehat |G| = pg valamely p # ¢ primekre. Ha a p-Sylow nem
normaloszto, akkor legaldbb p + 1 darab p-Sylow van G-ben.

Ha L(G) = M,, akkor ebbdl az kévetkezik, hogy két kiilonb6z8 primhez tartozo Sylow-
részcsoport van, és mindketté normaloszto, igy G = C, x C; = Cp, valamely p # ¢
primekre.
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Ha L(G) = Msg, akkor valamelyik Sylow-részcsoport norméloszto, mert kiilonben a
p- és g-Sylowok szama egyiitt legalabb (p + 1) + (¢ + 1) > 7 lenne. Legyen a p-Sylow a
normaloszt6. Lattuk, hogy ekkor |G| = pq, és a ¢-Sylowok szama a részcsoporthalé miatt
6—1=5,igy 5| |G|, smivel 5 =1 (mod q), a q csak 2 lehet, tehat |G| = 10. Ebben
az esetben az 5-Sylow normaloszto, és egy masodrendi elemmel valé konjugalas ezen csak
invertalassal hathat, tehat G = Ds.

Végill ha L(G) = My, és valamelyik Sylow normaloszt6, akkor ugyanigy, mint az
elgbb, azt kapjuk, hogy |G| = pq és 6 darab ¢-Sylow van, de akkor 6 | |G : Q| (ahol
Q@ a ¢-Sylow) ellentmondasra vezet. Viszont ha nincs Sylow norméloszto, akkor p # ¢
primosztokra a p- és ¢-Sylowok egytittes szama legalabb (p 4+ 1) + (¢ + 1) > 7, igy ennél
tobb primosztd nem is lehet, és ez is csak akkor, ha a két primoszto 2 és 3, és a 3-Sylowok
szama 4. De akkor 4 | |G| miatt a 2-Sylow nem lenne primrendd, ami ellentmond a
megoldas elején tett megéllapitasainknak.

Osszefoglalva,

L(G) = My & G = Cy,valamely p # g primekre

L(G)gM@' = GgC5XC5 V&gngDg)
L(G) = M7 lehetetlen.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hdloban minden a,b, c elemre teljesiil az
aN(bVe)=(aNb)V(aAc)

disztributiv azonossdg, akkor a dudlisa,
aV(bAc)=(aVb)A(aVec)

18 teljestiil minden a, b, c-re.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G véges csoportnak egyetlen mazximdlis vagy egyetlen minimdlis
részcsoportja van, akkor G p-csoport.



