Csoportok és gytirik 2. feladatsor 2019. februar 15.

1. Leolvashatok-e egy csoport részcsoporthdlojardl a kovetkezd tulajdonsdgok?
a) a csoport rendje;
b) a csoport végessége;
¢) a normdlosztohdlo;
d) primrendd részcsoportok;
e) végesen generdlt részcsoportok;
f) ciklikus részcsoportok;
g) a csoport kommutativitdsa.

Megoldds: a) Nem, pl. L(C3 x C3) = My = L(S3), de |C3 x C3| =9, és |S3| = 6.

b)

g)

Igen, G pontosan akkor véges, ha L(G) véges. Az nyilvanvalo, hogy véges csoport
részcsoporthéaloja véges. Ha a csoport végtelen, akkor vagy van végtelen rendi el-
eme, és akkor az L(Cy) végtelen halo részhaloja L(G)-nek, vagy végtelen sok véges
rendd eleme van. Mivel ezek koziil csak véges sok generélja ugyanazt a részcsoportot,
végtelen sok ciklikus részcsoportja van G-nek, igy L(G) ebben az esetben is végtelen.
Nem, a (3 x C3 és S3 esete erre is ellenpélda: az els6ben minden részcsoport
norméloszto, tehat a normalosztohalé My, a masodikban As az egyetlen valodi
normaéloszto, tehat a normalosztohélo egy 3-elemit lanc.

Igen, a primrendii részcsoportok az atomok, azaz a nullelem f6l6tti minimalis elemek
a haloban.

Igen, ezek pontosan a hélé kompakt elemei, azaz a halé azon a elemei, amelyekre igaz,
hogy a < \/,c; i = 3J C I, hogy |J| < oo és x <\, ;.

Valoban, ha H < G végesen generdlt, ¢s H < \/,.;K; valamely K; < G
részcsoportokra, akkor H minden generatorelemének az elGallitasaban csak véges sok
K; szerepel, tehat az Osszes generatorelem, és igy az egész H is benne van véges sok
K; egyesitésében.

Forditva, tegyiik fel, hogy H kompakt az L(G)-ben. Nyilvanvalo, hogy H <\/, 4 (h),
tehat a kompaktsag miatt Jhq, ..., h, € H: H < (h1) V...V (hy) = (h1,..., hy), és
az utobbi benne van H-ban, igy H = (hq,..., hy,)

Igen, ezek a halonak azok a kompakt elemei, amelyek alatti intervallum disztributiv,
ugyanis tudjuk, hogy a disztributiv részcsoporthal6ji csoportok éppen a lokalisan
ciklikus csoportok, tehat ha a csoport maga végesen generalt, akkor ciklikusnak kell
lennie.

Nem, erre is ellenpélda a C3 x C3 és az Ss.

Egy L hdlé Boole-hdld, ha korldtos (azaz 0,1 € L), disztributiv, és minden a € L elemnek
van komplementuma, azaz olyan a’ € L, amelyre aNa’ =0 ésaVa = 1.

. Bizonyitsuk be, hogy egy Boole-hdloban minden elemnek egyértelmi komplementuma van.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy az a € L elemnek a’ és a”’ is komplementuma. Ekkor a” =
INa" =(avd)Nad =(and’)V(d Nd") =0V (dANd") =d Nd", igy a” < d, és
ugyanigy a’ < a”, tehat o’ = a”.

. Bizonyitsuk be, hogy minden véges Boole-hdlo elemszima 2-hatvdny, €és a hdlo izomorf

egy halmaz hatvdnyhalmazdval. Mutassunk olyan végtelen Boole-hdlot, amely nem izomorf
semelyik hatvanyhalmazzal.
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Megoldds: Mivel a hélo véges, vannak atomjai, s6t, minden # 0 eleme alatt van atom.
Legyenek ezek aq, ..., a,.

Ekkor minden x € L el6all atomok egyesitéseként:

Legyen ugyanis u = \/{a;|a; < x}. Ekkor u < z, és ha u # x, akkor z A v’ # 0 ("-vel
jelolve a komplementumot), mert kiilénben z V4’ > vV v’ = 1 miatt 2/ = «/ lenne, amibdél
x = u ellentmondasra vezet. De akkor da; < x A u’, ami nyilvan kiilonbozik az u-t alkotd

Ez az elsallitas sorrendtdl eltekintve egyértelmi: ha atomoknak egy = egyesitésében
szerepel a; és egy y-ban nem, akkor x A a; = a;, viszont a disztributivitas miatt y Aa; = 0,
tehat akkor = # y.

Tehat a ¢ : L — P{a1,...,an}), p(x) = {a;|a; < x} leképezés bijekcio, és
inverze a H +— \/ H leképezés. Mindketts rendezéstartod, ezért L valoban izomorf a
hatvanyhalmazzal.

Végtelen ellenpélda lehet egy megszamlalhato halmaz véges és kovéges (azaz véges
komplementumu) részhalmazainak Boole-haloja. Mivel ez megszamlalhato, a legkisebb
végtelen hatvanyhalmaz pedig kontinuum szamossagi, ez a halo nyilvan nem lehet izomorf
egy teljes hatvanyhalmazzal.

4. Bizonyitsuk be, hogy minden véges csoportnak van egy legnagyobb (azaz minden mds ilyet
tartalmazo) feloldhaté normdlosztdja.

Megoldds: Mivel a csoport véges, van maximalis feloldhat6 normalosztéja, legyen ez N.
Ekkor tetszoleges M feloldhaté normalosztora M N/N = M /(M N N) feloldhato, mert M
faktora, és NV is feloldhato, igy M N is feloldhat6. Viszont M N > N, igy az N maximalitasa
miatt MN = N, azaz M < N.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha G véges nem kommutativ p-csoport, akkor G/G’ nem lehet ciklikus.
(Utmutatds: Ldssuk be, hogy egy véges p-csoportban barmely nem trividlis normdloszto
metszi a centrumot.)

Megoldds: ElGszor az utmutatasban szerepls allitast latjuk be.
Egy normaloszto teljes G-konjugéltosztalyok unidja. Tehat ha |G| = p™ és 1 # N <G,
akkor az N-be es6 konjugaltosztalyokra felirva az osztalyegyenletet, azt kapjuk, hogy | N| =
INNZ(G)|+> {IK;|| Ki €N, |K;| > 1}, ésitt |N]is, és a szummaban levs 6sszeadandok
is oszthatok p-vel ( |[K(x)| = |G : Cq(x)| | |G| =p™), igy p | I[N N Z(G)|.
A feladat allitasat |G|-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk.

Ha G véges, nem kommutativ p-csoport, akkor az el6bbiek alapjan
1# 7Z:=G'NZ(G) < Z(G) < G. Tekintsik a G/Z csoportot. Ha ez kommutativ,
akkor Z > G', amibdl Z(G) > G’ kovetkezik, és igy G/G’-nek homomorf képe G/Z(G) =
(G/G"/(Z(G)/G"), a G/Z(G) faktorcsoport pedig G nem-kommutativitdsa miatt nem
lehet ciklikus, igy G/G’ sem az. Ha viszont G/Z nem-Abel, akkor alkalmazhatjuk ra az
indukcios feltevést, és igy G/G' = (G/Z2)/(G'/Z) = (G/Z)/(G/Z)" nem ciklikus.

6. Legyen x,y € G. Bizonyitsuk be, hogy
a) [z,y] = [y, 2]~
b) yx = xyly, z|;
¢) [zy, 2] = [, 2"y, 2] és [x,y2] = [z, 2][x, y]*.



Hf1.
Hf2.
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Megoldds: ~ a) [z,y] =2 'y oy = (y "o ya) " = [y, 2] "

b) yr = zy(zy)'yr = ayy~ e lyx = ayly, ].

c) [zy, 2] = (zy) e rayzr =y T e )y =y o, 2z yz = g o 2]yy ey =
[z, 2] [y, 2I;
[,y2] =27 (y2) tayz = a7 27y tay) e = 2 e afw, yle = 2 e ez T o, gl =
[z, 2][x, y]*.

Hatdrozzuk meg a Z3 test folotti 3 x 3-as invertdlhato felsd haromszogmadtrizok csoportjanak
kommutdtorlancdt, és a kommutdtorlinc faktorainak izomorfiatipusdt.

Megoldads: Legyen G a Z3 folotti invertalhato fels6 haromszogmatrixok csoportja, és N < G
ezek koziil azoknak a halmaza, amelyeknek az atlojaban csak 1-ek vannak. Mivel két
haromszogmaéatrix szorzatanak atlojaban a megfelel6 diagonélis elemek szorzata all, N < G.
Tovabb4d N mellékosztalyainak teljes reprezentansrendszerét adja a diagonalis matrixok
H részesoportja, igy G/N = H = (5 x Cy x Cy Abel-csoport. Ebbdl kévetkezik, hogy
G’ < N. Viszont a 27-elemti N normaélosztot kigeneraljak a kommutatorelemek, mert pl.
D, = diag(—1,1,1)-re, Dy = diag(1, —1, 1)-re és

1 a b 1 a b 1 a -—ac
A=10 1 c¢|-re [A,D;J=1]10 1 0], és [A,D3]=1]0 1 cl,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

és ezek legalabb 9 + 6 = 15 kiilonb6z6 méatrixot adnak, igy |G’| | |N| = 27 miatt G’ = N.
Konnyen lathato, hogy N nem-Abel 3-csoport, igy |G”| = |[N'| = |Z(N)| =3, és G = 1.
A faktorok Cy x Cy x Ca, C3 x C3 (ugyanis N/Z(N) nem lehet ciklikus) és C5. (Mellesleg,
Z(N) azokbol a matrixokbol all, amelyeknek a diagonalis 1-eken kiviil csak a jobb fols6
sarokban lehet nemnulla eleme.)

Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan véges csoportot, amelynek részcsoporthdloja Boole-hdlo.
Bizonyitsuk be, hogy ha G' < Z(G), akkor barmely x,y € G-re és n pozitiv egész szamra
(zy)" = a™y" [y, 2] 3).



