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1. Legyen G véges csoport, €s p prim.
a) Bizonyitsuk be, hogy G p-Sylowjainak a metszete normdloszté G-ben.
b) Bizonyitsuk be, hogy bdrmely p-hatvinyrendd normdlosztd benne van mindegyik p-
Sylowban.

Megoldds: a) Mivel minden p-Sylow-részcsoport konjugalt, megkaphatjuk az Osszes p-
Sylowot egy P p-Sylow konjugaltjaiként, és igy a metszetiik Py := () P9. De akkor
geG
tetszéleges h € G-re P} = () P9, ami megegyezik Py-lal, minthogy rdgzitett h-ra
e
{ghlge G} =G.
b) Ha N < G p-csoport, akkor van olyan P € Syl,(G), hogy N < P. De barmely P
p-Sylowhoz van olyan g € G, hogy P = P9, igy N = N9 < P9 = P;.

2. a) Bizonyitsuk be, hogy minden G véges csoportra és minden p primre van G-nek egy
legnagyobb, azaz minden mds ilyet tartalmazo p-hatvinyrendd normdlosztoja. (Ezt
O, (G)-vel jeloljiik).

b) Bizonyitsuk be, hogy minden véges csoportnak van egy legnagyobb nilpotens normdl-
osztoja. (Ez a G Fitting-csoportja, F(G).)

Megoldas: a) Az eléz6 feladatban definialt norméaloszto, az Osszes p-Sylow metszete
a legnagyobb p-normalosztd, ugyanis az 1.a) feladat szerint normaloszto, és az 1.b)
feladat szerint tartalmazza mindegyik p-normalosztot.

b) Ha pi,...,p, a |G| primosztéi, akkor N = 0O,,0,, -0, norméalosztd, mert
normalosztok generatuma, és nilpotens is, mivel az O,,,..., 0, Sylowjainak di-
rekt szorzata: O, rendje p;-hatvany, a tobbi szorzatdnak a rendje osztoja a
rendek szorzatanak, tehat az meg pj-szdm, igy O, nem metszi a tobbi O,
generatuméat. Masrészt tetszbleges IV nilpotens normaéloszté Sylowjai karakterisztikus
részcsoportok N-ben, igy normélosztok G-ben is, és ezért benne vannak a megfeleld
Op, részcsoportban, és igy maga N benne van az O,,-k generdtumaban. Tehéat

F(G) = Op10p2"'0pr-

3. Bizonyitsuk be, hogy minden G véges feloldhato csoportnak van olyan G normdlosztoibol
allo normdlldnca, amelynek minden faktora nilpotens, €s ebbdl a legrévidebb az, amelyet az

Fy=1, Fi(G) = F(G), ..., Fr11(G)/Fx(G) = F(G/F(G)) rekurzioval kapunk.

Megoldads: Barmely feloldhaté csoportnak van Abel normélosztoja, igy a Fitting-részcso-
portja nem 1. Ezt azt jelenti, hogy a feladatban definidlt normallanc minden lépésben
novekszik, amig el nem éri a G-t, és ha G véges, akkor sziikségszertien el is éri. Masrészt
hal= Ny < Ny < ... < Nr_1 < N = G olyan normalosztokbol all6 lanc, amelynek
minden faktora nilpotens, akkor teljes indukciéval bizonyithatjuk, hogy ez alatta halad
a Fitting-lancnak: ha N; < F;(G), és N;y1/N; nilpotens normaloszté G/N;-ben, akkor
Nit1Fi(G)/Fi(G) = Nig1/(Nix1NFi(G)) = (Nig1/Ni) /((Niy1 N Fi(G))/N;) egy nilpotens
csoport faktora, igy nilpotens, és nyilvan normaloszt6 G-ben, tehat N;i 1 < N;41 F;(G) <
F;11(G). Ebbdl kovetkezik, hogy a Fitting-lanc is felér legfoljebb & 1épésben.

4. Milyen mw-re vannak az S5 szimmetrikus csoportnak mw-Hall-részcsoportjai?

Megoldds: Elég az |S5| = 5! primosztoinak részhalmazaira megvalaszolni a kérdést, azaz
amikor 7 C {2,3,5}. A 0- és 3-elemd 7 halmazra az 1 és S5 w-Hall, az egyelemtiekre



.
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a megfelel Sylow-részcsoportok. m = {2,3 }-ra egy m-Hall részcsoportnak 24-elemtinek
kell lennie, és ilyen részcsoport az Sy, azaz az 5 stabilizatora. A m = {3,5 }-re 15-elemd
részcsoportot kell keresniink. De egy 15-elemii csoportnak mindkét Sylowja norméloszto,
ezért a csoport izomorf a C3 x C5 = (45 csoporttal, de Ss-ben nincs 15-6drendi elem: a
ciklusfelbontasaban kellene lennie egy 15-ciklusnak, vagy diszjunkt 5- és 3-ciklusnak. Tehat
Ss-ben nincs { 3,5 }-Hall-részcsoport. Végiil egy { 2,5 }-Hall-részcsoport 40-elemti, azaz 3
indext lenne. De akkor a mellékosztalyokon val6 jobbszorzas adna egy olyan homomorfiz-
must S3-ba, amelynek magja benne van a 3 indext részcsoportban, és legfoljebb 6 indexti.
Ilyen normélosztdja viszont nincs Ss-nek, ugyanis az nem trividlisan metszené az As al-
ternélo csoportot, amelyrdl tudjuk, hogy egyszertd. Tehat Ss-nek { 2,5 }-Hall-részcsoportja
sincs.

. Adjuk meg az Sg csoport valamelyik 2-Sylowjdt. Mi lesz ennek a 2-csoportnak a felsd és az

alsé centrdllinca?

Megoldds: |Sg| = 6!-nak 2% a legnagyobb primhatvany osztéja. 23 rendd részcsoportot
mar Sy-ben is taldlunk (ez Sy 2-Sylowja, a Dy diédercsoport, a négyzet négy csucsan hato
permutéciocsoportnak tekintve), és ezt centralizdlja az (56) transzpozicio, igy egyiitt egy
D, x Cs-vel izomorf részcsoportot generdlnak Sg-ban.

Ko6nnyen lathato, hogy két csoportra Z(H x K) = Z(H) x Z(K), és (H x K)/Z(H x
K)=(HxK)/(Z(H)xZ(K)= (H/Z(H)) x (K/Z(K)), tehat a fels§ centrallanc addigra

ér fel, mire Dy és Cy centrallanca is felér, ez pedig a masodik 1épés:
1< Z(D4> x Cy < Dy x Cs.

Kommutatorokra igaz az az Osszefiiggés, hogy ha Hy, Hy, < H és K1, Ks < K, akkor
[Hl X Kl, HQ X KQ] = [Hl,HQ] X [Kl,KQ] (mivel [(hl,k’l), (hg,kg)] = ([hl,hg], [kl,kgb)
Igy K;(Dy x Cy) = K;(Dy4) x K;(C3) minden i-re. Ebbdl adodik, hogy Dy x Cy ferde
kommutatorlanca

D4XCQ>Z(D4)X1>1,

vagy ezt is névekvs sorrendben felirva:
1<Z(D4)X1<D4XCQ.

Lathatjuk, hogy a felss centrallanc {616tte halad az alsénak (a ferde kommmutétorlancnak),
de ugyanolyan hosszisagi.

. Bizonyitsuk be, hogy egy nilpotens csoportban minden nem trividlis normdloszto metszi a

centrumot!

Megoldds: Legyen 1 < Zy < ... < Zp_1 < Zy = G centréllanc, és 1 # N < G, tovabba
tegyiik fel, hogy i a legnagyobb olyan index, amelyre N N Z; = 1. Ekkor [G, N N Z; 1] <
|G, Zi+1] < Z; a centrallanc definicioja alapjan, és [G, N N Z;41] < [G,N] < N, mivel N
normaloszto, igy [G,NNZ; 1] < NNZ;=1=1#NnNZ;11 < Z(G).

Bizonyitsuk be, hogy egy 16-elemi, 3 nilpotenciaosztalyi csoportnak pontosan egy 2 indexd

ciklikus normdlosztdja van. (Utmutatas: Bizonyitsuk be, hogy |Z(G)| = 2, és hogy G-nek
egyetlen 2 indexd Abel normdlosztdja van.)
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Megoldds: Mivel G 2-csoport, a centruma legaldbb 2-elemt. Viszont ha legalabb 4-elemti
lenne, akkor G/Z(G) mar Abel-csoport lenne, igy G fels6 centrallanca két lépésben felérne,
ami ellentmond a feltevésnek. Tehat |Z(G)| = 2.

Ha JA;, Ay < G Abel normalosztok, amelyekre |G : A1| = |G : Aa| = 2, és Ay # As,
akkor ezek maximalis részcsoportok is, igy A1 As = G, ésebbdl Ay /(A1NAy) =2 A1 Ay /As =
G/As 2-odrendt, tehat |G : A1 N Ay = |G : Aq| - |A1 : Ay N Ag| = 4. Viszont Ay N Ag
centralizatoraban benne van Ay és A, is, igy A1 Ay = G is, azaz A1 N Ay < Z(G), ami
ellentmond annak, hogy |Z(G)| = 2

Mivel ¢l(G) = 3, G/Z(G) nem lehet kommutativ, és igy van 4-edrendd eleme. Ennek
az Gsképe G-ben, a € G, 4-ed vagy 8-adrendid. Ha nyolcadrendii, akkor ez generalja az
egyetlen 8-adrendd Abel normalosztot. Marad az az eset, amikor Cy = (a) diszjunkt Z(G)-
t6l, tehat A := Z(G) x (a) = C4 x C3. De A-ban a? az egyetlen olyan masodrendi elem,
amelynek van A-beli négyzetgyoke, ezért (a) char A<G = (a?) <G, mikozben (a?) NZ(G) =
1, és ez ellentmond a 6. feladat allitdsanak.

Mi a legkisebb n, amelyre Sy,-nek van olyan nilpotens részcsoportja, amely nem Abel-
csoport, és nem is p-csoport? (Utmutatds: Mit mondhatunk ennek a nilpotens részcso-
portnak a Sylow-részcsoportjairdl?)

Bizonyitsuk be, hogy egy véges G csoportban minden p primre van olyan legkisebb (azaz
minden mds ilyenben benne levd) normdloszto, amelynek az indexe p-hatviny, és ha G
feloldhato, akkor valamelyik primre ez nem a teljes G.



