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1. A H és N csoportok kiilsé szemidirekt szorzata (N x H vagy N x, H) a ¢ : H — Aut(N)
hatdsra nézve a H és N Descartes-szorzata a (h,n)(h',n') = (hh/,n"'#n’) szorzdissal. Bi-
zonyitsuk be, hogy

a) igy valéban csoportot kapunk;
b) H={(h,1)|h € H} a H-val izomorf részcsoport N x H-ban;
¢) N ={(1, n) |n € N} az N-nel izomorf normdlosztd N x H-ban;

d) Nx H a H és N belsé szemidirekt szorzata, ahol m = n"?-re i = h=17ih.

Megoldds:  a) Legyen G a feladatban definialt kiils6 szemidirekt szorzat, N x H.
A G-beli szorzés asszociativ:
((hl,nl)(hg,ng))<h3,n3) = (hlhg, Tl?z(png)(hg,ng) = (hlhghg, (n?wng)hwng) =
(hlhghg, nghzhs)%@ h3</9n3)
(h17n1>((h2,n2)(h3,n3)> = (hl,nl)(hghg, ’I’Lg?’@n;g) = (hlhghg, ghzhg)(p hg@ng).
(1,1) az egységelem:
(L, 1)(h,n) = (h, 1h“’n)=( ,1n) = (h,n) és (h,n)(1,1) = (h,n'?1) = (h,n).
Van inverz: (h, ) = (nh"'?)" L
(hm)(h L (n 2)7) = (1" o(nt 1)) = (1,1) &
(' (") D (hen) = (1, (0" 9)7)en) = (1, (n"9) ) = (1n'n) =
(1,1).

b) A H — G, h— (h,1) leképezés nyilvanvaloan injektiv és mtvelettarto: (h,1)(h',1) =
(hh',17%1) = (hh/, 1), és képe H.

c) Az N — G, n— (1,n) leképezés injektiv és mtvelettarto: (1,n)(1,n') = (1,n'¥n’) =
(1,nn/), képe az N, és a d) részben bizonyitjuk, hogy G = HN, és N zart a H-beli
elemekkel val6 konjugélasra, igy N<G.

d) Lattuk, hogy H részesoport, N norméloszto, a metszetiik csak az (1,1) egysegelemet
tartalmazza, és (h,1)(1,n) = (h,11%n) = (h n) miatt G = HN. Tovabba h~'ih =
(h,l)_l(l,n)(h, 1) = (h‘l, 1(1,n)(h,1) = (b=, n)(h,1) = (1,n"?) = m € N, tehat
N normaloszté G-ben, és igy G a N normaloszto és H részesoport belss szemidirekt
szorzata.

2. Izomorf-e egymdssal a Q x Cy és a Cy x Cy csoport, ha az utobbiban a C4 részcsoport
generdtoreleme invertdldssal hat a Cy normdloszton?

Megoldas: Mindkét csoport 16-odrendtd, s6t még az elemrendek eloszlasa is ugyanaz:
@ x Cs-ben a negyedrendiiek szama 6 -2 = 12, a masodrendiieké pedig 2-2 — 1 = 3, ennél
nagyobb rendd pedig nincs; az (a) x (b) = Cy x Cy csoportban (b¥a’)? = b%(abk)gaz =
b2ha (120 — | o kest paros, és ennek a négyzete emiatt mar 1, tehat 3 darab masodrendi
és 16 — 4 = 12 darab negyedrendd elem van ebben a csoportban is.

A centrum mindkettében 4-edrendii elemi Abel-csoport: Z(Q x C3) = Z(Q) x Z(Cs) =
(—1) Xy, és a masodik csoportban a? és b? is centrélis ((a2)? = (ab)2 = a2 = a2, ésab” =
(a=1)~1 = a), és (a?, b*)-nél nagyobb nem lehet a centrum, mert akkor a faktora ciklikus
lenne, vagyis a csoport kommutativ volna. Ugyanezért a centrum faktora mindkettGben
izomorf Cy x Ca-vel.

A kommutétor—részcsoport mindkettében masodrendi: (Q x Cs)' = Q' x C) = (—1) x1 =

Cs, és a masodikban (a?) olyan normaloszto, amelynek a faktora Abel, ugyanis a® = a1
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a, és ennél kisebb pedig nem lehet a kommutéator. Viszont a kommutétorral vett faktor nem

izomorf: az elsében (Q/Q’) x Cy = Cy x Cy x Co, a masodikban pedig (a) x (b) = Cy x Cy,
ingXCQ¥C4><IC4.

. Hdny nem izomorf 12-edrendd csoport van? Keressiink mindegyikhez vele izomorf per-
mutdciocsoportot!

Megoldas: Ha a csoport kommutativ, akkor C3 x Cy x Cs-vel vagy Cs x Cy-gyel izomorf.
Most tegyiik fel, hogy |G| = 12, és G nem kommutativ.

El6szor belatjuk, hogy G valamelyik Sylowja norméaloszt6. Valoban, mivel |Syls(G)| =
1 (mod 3) és |Syls(G)| | 4, a 3-Sylowok szama 1 vagy 4. Ha 1, akkor a 3-Sylow
norméloszto, ha 4, akkor — minthogy a 3-Sylowok primrendiiek, igy diszjunktak — G-ben
pontosan 2 - 4 = 8 harmadrendd elem van, és a maradék 12 — 8 = 4 elemt halmazba csak
egy 2-Sylow fér, igy ekkor a 2-Sylow normaloszt6. A Sylowok rendjébdl kovetkezik, hogy
mindegyik kommutativ, és a 3-Sylow csak C's-mal, a 2-Sylow csak Cy-gyel vagy Cy x Cs-vel
lehet izomorf.

Ha a 3-Sylow normaloszto, akkor G = P35 x P, (ahol P53 a 3-Sylow, és P, az egyik 2-
Sylow), mert diszjunktak, és a generatumuk 3-mal és 4-gyel is oszthato, tehat csak az egész
G lehet. A P3 = (5 csoport egyetlen nemtrivialis automorfizmusa az invertaléds. Tehat ha
P3 = (a) és Py = (b) = Cy, akkor a® = a7!. Ha P, = Cy x Cy, akkor a Py — Aut(Cs)
homomorfizmus magja 2-elemi (legyen (b)), és annak van komplementuma C5 X Cs-ben
(legyen {(c)), tehat (b, c) hatasa P3 = (a)-n: b~lab=a, és c lac=a" .

Ha a 2-Sylow norméloszto, és Py =2 Cy, akkor Aut(Cy) = Cy miatt egy Ps — Aut(Cly)
homomorfizmus csak trivialis lehet, tehat ekkor G kommutativ lenne. Viszont ha P, =
Cy x Uy, akkor egy harmadrendii automorfizmus a harom mésodrendd elemet csak cik-
likusan permutalhatja, tehat a generatorelemeket alkalmasan megvalasztva a szemidirekt
szorzat ((a) x (b)) x (c), ahol a® = b and b° = ab. Tehat harom nemkommutativ 12-elemi
csoportot talaltunk, amelyek nyilvan nem izomorfak egyméssal, mert a 2-, illetve 3-Sylowok
szama, illetve izomorfiatipusa kiilénbozik.

A kommutativakhoz ((12), (34), (567)) és ((1234), (567)), a masik haromhoz rendre
((123), (13)(4567)), ((123), (13), (45)) és A4 megfelel6 permutécidcsoportok.

. Hatdrozzuk meg QQ automorfizmuscsoportjdat!

Megoldas: () automorfizmusait meghatarozza az i és a j képe, mivel ezek generaljak
Q-t, és 1 képe =£i,+j, +k kozil akdrmelyik lehet, j képe pedig barmelyik negyed-
rendti, amely nincs benne i képének generatumaban (konnyen ellendrizhets, hogy iy,
Jjo és ke = (ip) - (jp) ezek utan kielégitik ugyanazokat a szorzasi szabalyokat,
mint 4,7, k. Tehat |Aut@Q| = 24. Most belatjuk, hogy ez a csoport izomorf S4-
gyel. Ehhez elég megadni egy sziirjektiv homomorfizmust az S4-be, ami az elem-
szamok egyenlGsége miatt izomorfizmus is lesz. A @ csoport automorfizmusai per-
mutaljak az A = {{i7j7k}7{_i7_j7_k}}7 Ay = {{i7j7_k}7{_i7 _j7k}}7 Az =
{{i,—j,k},{—t,j,—k}}, A = {{—i,4,k},{i,—j, —k } } halmazokat. Ezeken a o : i —
J, j = —i, k' j(—i) = k automorfizmus az (Ay, Ay, Az, A3) 4-ciklussal hat, a 7 : i — —i,
j— k, k— (—i)k = j automorfizmus pedig az (A, A4) transzpozicioval. Mivel ezek ket-
ten kigeneraljak az egész szimmetrikus csoportot, a kapott Aut Q — Sy, 4,,45,4,3 = S4
homomorfizmus sziirjektiv.
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5. a) Bizonyitsuk be, hogy egy p" rendd csoport nilpotenciaosztilya legféljebb n — 1.
b) Lassuk be, hogy a Don—1 diédercsoport nilpotenciaosztilya pontosan n — 1.

Megoldas: a) Tegyiik fel, hogy Zp = 1 < Z; < ... < Zp_1 < Zr = G a f6ls6

centrallanc. Ha G/Zy_1 = (G/Zy—2)/(Zk-1/Zk—2) = (G/Zk—2)/Z(G [ Z)—2) ciklikus,
akkor G/Zy_o Abel, igy Z;_1 = G lenne. Tehat G/Zj_1 rendje legalabb p?, a tobbi
faktoré legalabb p, igy k < n — 1.

Legyen G = Dyn-1 = (f,t), ahol f a (27)/2" ! szogii forgatas, t pedig az egyik
tiikrozés. Ekkor Z(G) = (f2"7), mert (f*) = f%F = fk o on—1 | 2k < 2772 | k,
tehat a forgatasok koziil mas nem lehet a centrumban, és barmely tiikrozés az f-et
az inverzébe konjugélja, tehat a tikrozések is mind kiviil vannak a centrumon. A
H = G/Z(G) csoportot generalja a 2”2 rendii f és a méasodrendt ¢ elem, amelyekre
tft = f~1, tehat H = Dyn—>. Mivel cl(Dy) = 2, teljes indukciéval belathatjuk a fenti
indukcios lépés alapjan, hogy cl(Dgn-1) =n — 1.

6. Legyen G a kocka egybevdlgdsdgi csoportja. FEzt tekinthetjik Ss részcsoportjainak is a
csucsokon vald hatdssal.
a) Mi a G rendje?
b) Hdny orbitja van G-nek, ha

b1) a kételemi csicshalmazokon hattatjuk;
b2) a hdromelemi csicshalmazokon hattatjuk?

c) Hany elemd orbitjai vannak a G hatdsdnak a kocka teljes felszinén?

Megoldds: a) Az csoport rendjét kiszamithatjuk a |G| = |aG||G, | Osszefliggés t6bbszori

b1)

b2)

hasznalataval. Jeloljiik a kocka csiicsait az 1,2, ...,8 szamokkal, ahol 1 élszomszédai
2,3,4, és a k-bol kiinduld testatldo masik végpontja 9 — k. Az 1 csiics orbitja 8-
elemi (lapkozéppontokat Gsszekots tengely koriili forgatasokkal is at lehet vinni az
1-et barmely masik csticsba), igy |G| = 8|G1|. Az 1-et helybenhagyd egybevagosagok
az 1 szomszédait csak az 1 szomszédaiba vihetik, és azokat egyméasba is lehet vinni az
1-8 testatld korili 120°-os forgatasokkal, ezért a 2-nek a (G szerinti orbitja 3-elemii,
tehat |G| = 8|G1| = 24|G12|. A G2 elemei a 3-at csak 3-ba vagy 4-be vihetik, és az
1-2 élen és a kocka kozéppontjan atfektetett sikra valo tiikrozés a 3-at valoban atviszi
4-be, mikozben helyben hagyja az 1-et és a 2-t. Végiil G 2 3 helyben hagyja 4-et, és
igy az egész kockat is, tehat |G| = 24 - 2|G1 2 3| = 48.

Az élek, a lapatlok, és a testatlok (mint a végpontjaik halmazai) harom kiilonbozd
orbitba esnek, mar a hosszuk alapjan is, viszont konnyen lathatd, hogy az azonos
fajtak atvihet6k egymasba, mozgatassal is. Tehat erre a hatésra nézve G-nek harom
orbitja van (12, 12 és 4 elemszammal).

Itt is hdrom orbit van: egy lap harom csiicsa, a kocka kézéppontos tiikrozésére nézve
szemkozti €l egyik pontjaval, és harom olyan pont, amelyek nem élszomszédosak.

A cstcsok 8-elemt, az élkozéppontok 12-elemit orbitot alkotnak, az élek tobbi pont-
jai 24-elemi orbitokban vannak, a lapkézéppontok egy 6-elemi orbitot alkotnak, a
lapatlok és a lapok kézépvonalainak eddig nem vizsgalt pontjai 24-elemt orbitokban
vannak, a lapok tobbi pontja pedig 48-elemtiekben.

7. Bizonyitsuk be, hogy eqy legaldbb két elemen hato tranzitiv csoporthatdsban van fizpont-
mentes elem.



Hf1.

Hf2.
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Megoldds: A Burnside-lemma szerint a fixpontok atlaga itt 1, viszont az egységelemnek
minden pont fixpontja, tehat |Fixz(1)| > 1, igy kell lenni olyan g € G-nek, amelynek a
fixpontszama 1-nél kisebb, azaz amely fixpontmentes.

. Hdnyféleképpen tudjuk feketére szinezni egy 3 X 3-as négyzethdls (tdabldzat) hdarom kis

négyzetét, ha azonosaknak tekintjik azokat a szinezéseket, amelyeket forgatdssal vagy
tiikrozéssel megkaphatunk eqymdsbol? Es ha csak a forgatdssal eqymdsba vihetd szinezéseket
tekintjik azonosnak?

Megoldds: Azt kell megszamolnunk, hogy az sszes (azaz (g) = 84) szinezésen a négyzet
D, szimmetriacsoportjanak, illetve a forgatasok altal alkotott (f) = (4 csoportnak
hany orbitja van. Ehhez a Burnside-lemma szerint elég a csoportelemek fixpontszaméat
meghatarozni.

|Fiz(1)] = 84, |Fiz(f)| = |Fiz(f~1)| = 0 (ugyanis ha kiszineziink egy nem kozépss
négyzetet, akkor legalabb 4 szinezett négyzetnek kell lennie) |Fiz(f?)| = 4 (mert a 4
kozéppontosan tiikros pontparbol egyet kell kivalsztani a kézéppont mellé), az atlora valo
tiikkrozések fixpontszama 1 4+ 3 -3 = 10 (vagy a harom atlobeli pontot valasztjuk, vagy
egyet az atlorol, és az egyik oldalon levé harom pont koziil is egyet valasztunk ki, meg a
masik oldali tiikorképét), és a kozépvonalra valo tiikkrozésekre is ugyanigy 10-et kapunk,
mert ott is 3 pont van a tengelyen, és 3 — 3 a két oldalan. Tehat a fixpontok atlaga a
teljes diédercsoportnéal %(84 +2-0+4+4-10) = 16, a forgatasok csoportjanal pedig
%(84 +2-0+4) = 22. Tehat a lényegesen kiilonbozd szinezések szama a két esetben 16,
illetve 22.

Bizonyitsuk be, hogy eqy Sz x Cs szorzat csak direkt szorzat lehet! (Utmutatds: hogyan
hathat a Cs generdtorelemével vald konjugdlds Ss-on?)

Hanyféleképpen lehet eqy 4 X 4-es kis négyzetbdl dllo négyzetben négy mezdt beszinezni, ha
az elforgatdssal vagy tikrozéssel eqymdsba vihetd szinezéseket azonosnak tekintjik?



