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1. Bizonyitsuk be, hogy eqy kocka egybevigosdgainak csoportja izomorf Sy x Co-vel!

Megoldds: Legyen G az egybevagosagi csoport. Lattuk a 4/6. feladatban, hogy |G| = 48.
Tekintsiik G hatasat a 4 testatlon: ¢ : G — Sy. Ez egy Si-be mené homomorfizmus,
amelynek magja csak az egységelembdl és a kozéppontos tiikrozésbdl all, ha ugyanis egy
egybevagosig helyben hagyja az Osszes testatlot, akkor legfoljebb a testatld két cstucsat
cserélheti meg. De ha az egyik cstucsot helyben hagyja, akkor annak az élszomszédait az
élszomszédokba viszi, tehat a tobbi testatlot sem fordithatja meg. Ha pedig az egyiket
megforditja, akkor ugyanezért a tobbit is megforditja. Legyen Z ez a kételemi mag. Ez
nyilvan normaloszto, s6t centrélis, mert egy kételemt normaloszté sziikségképpen centralis.
Mivel Im ¢ = G/ Ker ¢ 24-elemd, ¢ sziirjektiv, és igy G/Z = S4.

Maésrészt vehetjitk G-nek azt a { 1 } csoportba mend leképezését amely az iranyitas-
tart6 egybevagosagokat 1-be, az iradnyitasvaltokat —1-be viszi. Ennek az N magja 24-
elem, és diszjunkt Z-t6l. A rendek miatt G = NxZ,smivel Sy 2 G/Z = (NxZ)/Z = N,
azt kaptuk, hogy G = Sy x (5.

2. Keressiink minimadalis foku tranzitiv, ill. nem feltétlendil tranzitiv hiiséges permutdcio-
reprezentdciot a kovetkezd csoportokhoz!

a) Cio b) Dg c) {a) x (b) = Cs x Cy, ahol a® = a?

Megoldas: a) A legkisebb olyan n-et kell megkeresniink, amelyre S,-ben van 10-edrendii
elem. Ennek a ciklusfelbontasdban vagy van 10-edrendd, vagy van egy masod- és egy
otodrendd ciklus, igy n > 7, és Sz-ben ((12345)(67)) = C1. Ez a hatas nem tranzitiv:
egy tranzitiv ciklikus csoport generatora csak egyetlen ciklusbol allhat, tehat ha ez a
csoport 10-edrendi, akkor a generator egy 10-ciklus. Igy nem tranzitivra 7, tranzitivra
10 a csoporthatas minimalis foka.

b) Ss-ben nincs hatodrendii elem (ahhoz n > 3 4+ 2 = 5 kellene), igy n > 5. Ss-ben
van hatodrendd elem, pl. a = (123)(45), és ehhez az b = (13) olyan masodrendi
(diszjunkt részcsoportot generald) elem, amivel valo konjugélas invertalja a-t, tehat
Dg-tal izomorf csoportot generalnak. Ez a hatas azonban nem tranzitiv ({1,2,3}
és {4,5} az orbitjai). Nem is létezhet Ss-be mend tranzitiv csoporthatésa, mert S,
minden tranzitiv részcsoportjanak a rendje oszthaté n-nel. Dg természetes modon
megjelenik az Sg-ban (a szabélyos hatszog cstucsain vald hatassal), és ez tranzitiv
hatas. Tehat nem tranzitivra n = 5, tranzitivra n = 6 a minimum.

c) Mivel S,-ben kell egy 6todrendii elemnek lennie, n > 5. Masrészt H = (b) nem tar-
talmaz normalosztot (a=1b%a = b2b~2a"1b%a = b?(b—2ab?)"ta = b?(a*)"la = b%a? ¢
(b)), ezért a H mellékosztalyain valo hatas hiiséges, tranzitiv csoporthatas. Igy n =5
a valasz mindkét részfeladatra. (Konkrétabban, a +— (12345) és b — (2354) htiséges,
tranzitiv csoporthatas.)

3. Bizonyitsuk be, hogy ha G < S, (n >5), és |Sy, : G| < n, akkor G = A,, vagy S,.

Megoldas: Legyen |S, : G| = k < n, és legyen ¢ : S,, — Si a G mellékosztalyain valo
hatas. A ¢ magja normalosztoja S,-nek és k < n miatt nemtrivialis, ezért csak A, vagy
S, lehet. Mésrészt viszont a G mellékosztalyain val6é hatas magja G-ben van, igy A,, < G,
tehat G = A,, vagy G = S,,.

4. Tekintsik az S5 hatdsdt a konjugdldssal az 5-Sylowjain! Bizonyitsuk be, hogy ez az Ss-nek
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olyan bedgyazdsdat adja Se-ba, ahol S5 képének harmadrendd elemei fixpontmentesek. Tehdt
Se-nak van 6 indexd részcsoportja a stabilizatorokon kiviil.

Megoldds: |Syls(Ss)| = 6, mert 5-tel osztva 1 maradékot ad, osztdja 24-nek, és nyilvan nem
1. Igy az 5-Sylowokon a konjugélassal valo hatés valoban Sg-ba képez. Harmadrendd elem
nem lehet egy 5-Sylow normalizatoraban, mert a normalizator elemszama 120 : 6 = 20, igy
a harmadrendi elemek fixpontmentesen hatnak az 5-Sylowokon. Végiil a hatas htiséges,
mert Ss-nek csak S5 és A5 a nem trivialis normalosztoi, és ezek tartalmaznak harmadrendii
elemet, tehat nem normalizalhatnak 5-Sylowot.

5. Bizonyitsuk be, hogy
a) ha |G| = pq vagy |G| = p?q valamely p, q primekre, akkor G feloldhato;
b) minden 270-elemd csoport feloldhato.

Megoldds: a) Tudjuk, hogy minden primhatvanyrend csoport nilpotens, ezért feloldhato
is, igy feltehets, hogy p # q.
Legyen |G| = pg, ahol p > ¢. Ekkor |Syl,(G)| =1 (mod p), és |Syl,(G)| | ¢ miatt
|Syl,(G)| = 1 = a p-Sylow normaloszto, és faktora g-adrendd, igy a p-Sylow és a
faktora is feloldhato, és akkor G is.
Legyen |G| = p%q. Ha p > ¢, akkor az el6bbi esettel megegyezs modon bizonyithatjuk,
hogy a p-Sylow normalosztd, és igy G feloldhato. Ha viszont g > p, és Q € Syl,(G),
akkor |Syl,(G)| =1 (mod q) és |Syl,(G)| | p* miatt |Syl,(G)| csak 1 vagy p* lehet.
Az els6 esetben a ¢-Sylow normélosztd, a mésodikban a ¢g-adrendd elemek szama G-
ben p?(q—1) = p?q — p? (mert a ¢-Sylowok primrendtiek, igy paronként diszjunktak),
igy a p-Sylowok mind a maradék p?-elemd halmazban vannak, és ebbe csak egy p-
Sylow fér, ezért a p-Sylow lesz normalosztd. Mindkét esetben azt kapjuk, hogy G egy
p-csoport és egy g-csoport bévitése, tehat feloldhato.

b) Legyen |G| = 270 = 2-5-33. Ekkor |Syls(G)] =1 (mod 5) és |Syls(G)| | 2 - 33
azt adja, hogy |Syls(G)| = 1 vagy 6. Az els§ esetben az 5-Sylow normaloszto, és a
faktoraban a 3-Sylow 2 indext, igy szintén normaéaloszto, tehat G feloldhato.

Tegytik fel most, hogy |Syls(G)| = 6, azaz Ps € Syls(G)-re |[Ng(Ps)| = 45. Mivel
| Aut(C5)| = 4, egy haromhatvanyrendd elem csak tgy normalizalhatja Ps-6t, hogy
egyuttal centralizalja is. Tehat ha P az Ng(Ps) 3-Sylowja, akkor P; < Cg(P) <
N¢g(P). Viszont az 1. Sylow-tétel szerint P belefoglalhatdo G-nek egy 3-Sylowjaba,
Ps-ba. De P ekkor maximalis részcsoportja Ps-nak (mivel |P| = 9), igy a nilpotens
részcsoportok jellemzésébdl tudjuk, hogy P < P3, azaz P3 < Ng(P) is teljesiil. Tehat
|INa(P)| =527 vagy 10 - 27.

Az els6 esetben |G : Ng(P)| =2 = Ng(P)<G, és Ng(P)-ben a 3-Sylow normaloszto,
mert 5 indextd, és 5 # 1 (mod 3), igy Ng(P) feloldhato, és akkor G is az.

A masodik esetben P <G, és |G/P| = 30, tehat mar csak a 30-adrendd csoportokrol
kell belatni, hogy feloldhatok. Az utobbiban viszont, ha sem a 3-Sylow, sem az 5-
Sylow nem normaloszto, akkor van legalabb 6 - 4 = 24 6todrendd és legalabb 4 - 2 =
8 harmadrendii elem, ami ellentmondéas. Tehat G/P és a 9-edrendd P csoport is
feloldhato, igy G is az.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 60-adrendd csoportban van 15-odrendid elem, akkor az 5-Sylow
normdaloszto G-ben. Hdny 15-0drendid elem lehet a csoportban? Adjunk példdat is mindegyik
esetre!
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Megoldds: Legyen o(g) = 15, és Ps = (g%). Ekkor Ps € Syls(G), és g € Ng(Ps). Igy
|Syls(G)| = |G : Na(Ps)| | 4, viszont 5-tel osztva 1 maradékot ad, tehat |Syls(G)| = 1,
azaz P5 < G.

Barmely harmadrendd h elem a Ps-tel egyiitt 15-6drendd részcsoportot general:
| (h, Ps) | = | (h) P5| = % = 15, és 15-6drendt csoportban 3- és 5-Sylowbol is csak
egy lehet, tehat ez a csoport = C3 x C5 = (5. Ebben a csoportban egyetlen harmadrendi
részcsoport van, ezért a G kiilonb6z6 3-Sylowjai kiilonb6z6 15-6drendi ciklikus csoportot
generalnak Ps-tel (és persze minden 15-6drendi ciklikusban benne van G egy 3-Sylowja),
tehat a 15-6drendd ciklikus részcsoportok szama [Syls(G)|, és a 15-6drendi elemeké en-
nek ¢(15) = 2 -4 = 8-szorosa (a C15 generatorelemei). |Syls(G)| = 1 (mod 3), és
|Syl3(G)| | 20, tehat |Syls(G)| = 1, 4 vagy 10, és igy a 15-6drendii elemek szama 8, 32
vagy 40. Az elsére példa a Cgg ciklikus csoport, a méasodikra A4 x C5, az utolsd eset
viszont nem lehetséges, mert ott a 10 darab 3-Sylow is lefedne még 21 elemet, és ez egyiitt
méar tobb, mint a G elemszama. Tehat egy 60-adrendt csoportban 0, 8 vagy 32 darab
15-6drendt elem lehet.

Legyen QF) = {(ay,...,ar)|a1,...,ar € Q kiillonbézék}. Egy Q-n hatd permutdcio-
csoport vagy csoporthatds k-tranzitiv, ha tranzitiv az Q%) halmazon.

. Ldssuk be, hogy || > k-ra G < Sq akkor és csak akkor k-tranzitiv, ha G tranzitiv, és G,
(k — 1)-tranzitiv az Q \ { a }-n valamely/barmely o € Q-ral!

Megoldas: Tegyiik fel, hogy G k-tranzitiv. Ekkor nyilvan tranzitiv is (az el6irt o — [
megfeleltetést kiegészithetjiik tetszélegesen két k-as kozotti megfeleltetéssé), és G, (k—1)-
tranzitiv tetszéleges a-ra, mert egy (a, a, ..., ) k-ast at lehet vinni egy (o, 5, ..., Bk)
k-asba, ha { ag,...,ax } és {Ba,..., Bk } (k— 1)-elemi részhalmazok Q2 \ { « }-ban.

Most tegyiik fel, hogy G tranzitiv, és G, (k — 1)-tranzitiv valamely a-ra, tovabba
legyenek { aq,...,ax } és{f1,..., Bk } k-elemi részhalmazok Q-ban. A tranzitivitas miatt
van olyan g, h € G hogy g : a1 — « és h a — [, tovabba G, (k—1)-tranzitivitasa miatt
van olyan x € G, amelyre a9z = ;R Vi € {2,...,k}. Igy a1(gzh) = axh = ah = B4,
és a;(grh) = (a;9)xh = (Bh YH)h=B; Vi€ {2,...,k}.

. Milyen k-ra k-tranzitiv S,, és A, ?

Megoldds: S, nyilvan n-tranzitiv (és igy persze k-tranzitiv is minden k < n-re). A,
(n — 2)-tranzitiv (és akkor persze k-tranzitiv is minden k& < n — 2-re), ugyanis tetszéleges
(1, 0n_2) és (B1,...,Bn2) € Drea{~,6} =Q\{a1,...,an_2}és {7,060} =
Q\{B1, -, Pn_2} valasztassal vagy a g : a; — 5; (1 < i <n—2),vy— 4,95 — ¢
permutéaci6 vagy h := g-(y'd’) paros. (n—1)-tranzitiv mar nem lehet, mert ahhoz legalabb
n-(n—1)---3-2=n!elem kellene.

. Milyen n és q esetén lehet a V =T} vektortér AGL(V) affin csoportja k-tranzitiv valamely
k> 2-re?

Megoldds: Legyen G = AGL(V)={xz+— Az+b|A e GL(V), b€ V }, ahol dimg V = n.
G tranzitiv, mert tetszéleges a,b € V-re a — al + (b —a) = b. A 0 vektor stabilizatora
Go = GL(V). Gy tranzitiv V' \ {0 }-n, ugyanis tetsz6leges a,b # 0 vektorokat ki lehet
egésziteni egy-egy bazissa, és van olyan invertalhato transzformacio, ami az egyik bazist a
mésikba viszi. Igy G mindig 2-tranzitiv.
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Go nem lehet 2-tranzitiv, ha n > 1 és |K| > 2, mert akkor u,v € V fliggetlen
vektorokra, és A € K \ {0,1} skalarra az (u, Au) Osszefiiggé part nem tudjuk az (u,v)
fliggetlen parba képezni linearis transzformaciéval.

Ha n = 1 és |K| > 3, akkor sem lehet Gy 2-tranzitiv, mert akkor van A\ # pu €
K\{0,1}, ésegy 0+# v eV vektorra a (v, \v) part nem képezhetjiik a (v, pv) parba.

Han =1 és |K| = 3, akkor |V| = |K| = 3, és G 3-tranzitiv, mert GL(V) 2-tranzitiv

((1,—1) (1, 1) e (1,—1) T (=1,1)).

Ha |K| = 2, és n > 2, akkor Gy 2-tranzitiv, mert minden u # v nem nulla vektor
fiiggetlen is, és egy (u1,us) fiiggetlen vektorpart at lehet vinni egy tetszéleges (vq,v2)
fiiggetlen vektorparba tgy, hogy mindegyiket tetszélegesen kiegészitjliik bazissa. Tehat
ilyenkor G 3-tranzitiv. Viszont ha n > 2, akkor Gy 3-tranzitiv méar nem lehet, mert
u,v,w € V fiiggetlen vektorokra az (u, v, u+v) dsszefliggs vektorharmast nem képezhetjiik
az (u,v,w) fliggetlen vektorharmasba.

Végiil ha | K| = 2 ésn = 2, akkor |V| = 4, és ezen G 4-tranzitivan hat, mert tetszéleges,
3 kiilénb6z6 nemnulla vektorbol allo (uq, ug, us) és (v1, ve, v3) vektorhdrmasra us = uq +us
és v3 = v1 + Vg, tehdt az A : u; — v1, us — vo invertalhatod transzformaéaciora A : uz — vs.

Osszefoglalva: G 4-tranzitiv, ha n = 2 és |K| = 2,
3-tranzitiv (de nem 4-tranzitiv), han =1 és |K| =3 vagy n > 3 és |K| = 2,
és minden mas esetben csak 2-tranzitiv.

Legyen Gy, (k = 1,3,5,7) a (a) = Cg és (b) = Cy csoportok szemidirekt szorzata, ahol
b=lab = a*. Hdny mdsod-, negyed-, illetve nyolcadrendi elem van az eqyes csoportokban?

A megfeleld Sylow-tétel bizonyitdsdhoz hasonlo modon ldssuk be, hogy egy véges G csoport-
ban tetszdleges p* | |G| primhatvdnyra a p*-rendi részcsoportok szdma =1 (mod p)! (A
létezést is indokoljuk!)



