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1. a) Bizonyitsuk be, hogy az Sp-nek az A,-be esd konjugdltosztdilyai vagy egyetlen kon-
jugdltosztdlyt alkotnak A, szerint is, vagy két, azonos méretd konjugdltosztdlyra esnek
szet!

b) Bizonyitsuk be, hogy egy konjugdltosztily pontosan akkor esik szét A,-ben, ha az el-
emet ciklusfelbontdsdban nincs pdros hossziusdgu ciklus, €s a pdratlan ciklushosszak
mindeqyikébdl (beleértve az 1-ciklusokat) legfoljebb 1 van!

Megoldds: a) Ha g € A, akkor |4, (9)| = |4nl/|Ca, (9)] = |Anl/|An N Cs,(g9)] =

[AnCs, (9)I/1Cs,, (9)], mig [Ks,(9)] = [Snl/[Cs,(9)|. Ha Cs,(g9) < An, akkor
IKa, (9)] = |Anl/|Cs, (9)| fele a |Kg,(g)|-nek. Ha viszont Cg, (9) £ A,, akkor
A,Cs, (g) = Sp, mivel A, maximalis részcsoport S,-ben, igy ebben az esetben a

g A, szerinti konjugaltosztalya a teljes S, szerinti konjugaltosztaly.

b) Ha g € A, ciklusfelbontasaban van paros hosszusagu ciklus, akkor ez benne van g
centralizatordban, és paratlan permutacio, igy ekkor Cg (g) £ A,,. Ha van benne két
azonos hosszusagu paratlan ciklus: (aq...ag)(b1...bg), akkor (a1b1)(agbs) - - (arby)
paratlan permutacio, és benne van Cg, (g)-ben. Tehat ebben az esetben is egyben
marad a konjugaltosztaly. Ha viszont csupa kiilonb6z6 hosszisagu ciklusbol all a g
permutacid, akkor a centralizatoraban csak olyan permutaciok vannak, amelyek ezeket
a ciklusokat forgatjék el, azaz a centralizatort generaljak ezek a ciklusok, s mivel ezek
mind paros permutaciok, Cg (g) < A,,, amib6l az a) rész szerint az kovetkezik, hogy
g konjugéaltosztalya két részre esik szét A,-ben.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha G = (x1,...,z,), és H < G-re |G : H| = k, akkkor H-nak van
< (n—1)k+ 1 elemd generdtorrendszere!

Megoldas:  Tekintsiik azt a grafot, amelynek csicsai a H mellékosztalyai, és egy
mellékosztalybol megy egy x;-vel cimkézett él egy masikba, ha az x;-vel valo jobbszorzas az
els6t a masodikba képezi. Ez a graf osszefiiges, mert { 1, ..., z, } generatorrendszere G-
nek. Vegyiik a grafnak egy feszitsfajat, és jeloljiik ki igy a mellékosztéalyok reprezentansait,
hogy kiindulunk a H-boél mint gyokérbdl, és ott az 1l-et valasztjuk, aztan minden
csucsbol a gyokérhez kozelebbi szomszédjanak a megfelels x;- vagy x; 1 szeresét. Igy a
H generatorrendszerének a konstrukciojanal a kn elem koziil legaldbb k — 1 darab 1 lesz:
amikor egy reprezentédnselemet a feszitGfaba bevalasztott élhez tartoz6 generatorelemmel
szorzunk. Tehat legfoljebb kn — (k — 1) darab 1-t6] kiilonb6z6 generatorelemet kapunk.

3. Keressiink az F(x,y) szabad csoportban 2 indexd részcsoportot (haszndljuk hozzd a Cy
eqy prezentdcidjdt), és lassuk be, hogy ennek a csoportnak van 3 elemd szabad generdtor-
rendszere!

Megoldds: A G = (z,y|2? =1, y? = 1,7y = 1) relaciokkal generalt csoportnak a Dyck-
tétel szerint homomorf képe a Cy = (a), ugyanis az x = y = a helyettesitéssel teljesiilnek
Ca-ben a relaciok. Masrészt G = (z), mivel y = 271, és o(x) < 2, tehét |G| < 2, ezért a Co-
re menS homomorfizmus izomorfizmus. Ezzel belattuk, hogy F(x,y)-ban az z2,y2, zy altal
generalt norméloszt6 2 indextd. Lassuk be, hogy a generalt normaloszté maga a generalt
részesoport, H = (x2,y?, xy). Vegyiik észre, hogy yxr = y?(xy) ta? € H, és igy

1,2

v l2?r =2 € H, vz = 2 *(ay)(yx) € H, 2~ (ay)z = yr € H,

y 2%y = (zy) ot (vy) € H, y 2y =y € H, y ' (zy)y = (zvy) '2*y* € H.
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Ebbdl kovetkezik, hogy x,y € Ng(H), tehat G = (x,y) < Ng(H), azaz H < G, és igy H
maga a 2 indexi normaéloszto.

Azt kell még megmutatnunk, hogy u = 2, v = y? és w = xy szabadon generaljak a
H csoportot, azaz egy u, v, w-ben redukalt, nem trivialis sz6 az F'(x, y)-beli redukalas utan
sem valik trivialissa. Ezt az u, v, w-beli redukalt sz6 hosszara vonatkozo teljes indukcioval
bizonyitjuk. Az alabbi szorzastablazat mutatja, hogy ha egy redukalt {w,v,w }-szot re-
dukalunk F'(z,y)-ban, majd megszorzunk egy olyan { u, v, w }-jellel, amivel az eredeti sz6
redukalt maradna, és megint redukalunk F'(z,y)-ban, akkor hogyan valtozik ez a sz6. Az
indukcits 1épésben benne van az is, hogy mire kell végzddnie a redukalt alaknak.

2
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. Haszndljunk Jerrum-szirét a G = ((25), (1543), (13), (235), (345)) < S5 csoport generdtor-
rendszerének redukdaldsihoz!

Megoldds: Hasznaljuk az a = (25), b = (1543), ¢ = (13), d = (235), e = (345) jelolést a
generatorelemekre. Az alabbi grafban a generatorelemekhez tartozé nyilak a permutacio
legkisebb mozgatott elemébdl annak a képéhez vezetnek.

/b 1

5<— 2
%

4 < 3

A grafban van kor: 1L5£2$3é1, amelynek 1 a legkisebb cstcsa, ezért a

b generatorelemet lecseréljiik a kort alkotdo (a legkisebb cstcsbol b-vel indulo) b =
ba~ldc™! = (45) permutaciora. Az G graf:
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Ebben is van kor: 2 %354 Y5509 9 Cseréljiik le d-t a d' = deb/a=! = 1 elemre. De
ez elhagyhato, igy az 4j graf:

4<—3

és ez mar kormentes. Tehat a redukalt generatorrendszer:

{a,V,c,e} ={(25),(45), (13),(345) }.

Ellendrzésképpen allitsuk els a régi generatorelemeket az tjakbol: d = a(b')~te ! és b =

Ved ta = bceba ta = bceb .

. Hatdrozzuk meg Ss-ben a G = ((25)(34), (1325)) részcsoport elemszamat a Schreier—Sims-
algoritmussal!

Megoldas: Kezdjiik azzal, hogy felrajzoljuk a szimmetrikus csoport alaphalmazan a
generatorelemek hatésat. (Ez nem ugyanaz a graf, mint a Jerrum-sziirénél, itt minden
elem képét berajzoljuk!)

4

Lathato, hogy a grafnak egyetlen komponense van, tehat a G csoport tranzitiv, és ezért
|G : G1| = 5, ahol G az 1 pont stabilizatora. Allitsuk els a G generatorrendszerét! A
graf segitségével valasszunk egy reprezentansrendszert a G mellékosztalyaihoz: minden
i-hez egy 1-et i-be vivé permutaciot: 1: 1+ 1, b2 = (12)(35) : 1 — 2, b= (1325) : 1+ 3,
ba = (1435) : 1 — 4 és b=t = (1523) : 1 — 5. Ekkor Gi-et generaljak a kovetkezd
elemek: lal™! = a = (25)(34), 1bb~! = 1, b2a(b~1)~! = bv2ab = (2354), b%b(b~1)~! =
1, ba(ba)™t = 1, bb(b*)~! = 1, ba®b™! = 1, bab(ba)~! = (5423), b=tab=2 = (2453) és
b=1b171 = 1. (Azt, hogy a reprezentanselemeket az egyes generatorelemekkel megszorozva
melyik mellékosztélyba jutunk, azaz melyik reprezentanselem inverzével kell beszorozni,
szintén konnyen leolvashatjuk a grafrol: csak azt kell megnézni, hogy az 1 hova jut.) Az
1-eket és az egybeeséseket elhagyva G = ((25)(34), (2354), (2453)), s mivel mindegyik
generatorelem hatvanya a (2354)-nek, G; = ((2354)) 4-edrendd, és igy |G| =5 - 4 = 20.

a

. Oldjuk meg a kovetkezd diofantoszi eqyenletrendszert!

2 + 2y 4+ 3z = 4
3 — y = 1
Megoldds:
2 2 3 | 4 sor, 2 2 3 | 4 sory 1 -3 -3 | -3 sory
3 -1 0 | 1 1 -3 -3 | -3 2 2 3 | 4
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1 -3 -3 | -3 Oﬂp 1 0 O | -3 Oﬂp 1 0 O | -3 oﬂ)}p
0 8 9 | 10 08 9 | 10 08 1 | 10

Ebbél leolvashato, hogy a megoldas az 0j valtozokra 2’ = -3, ¢y = 10és 2/ =t € Z
tetszdleges. Az eredeti valtozokra megkapjuk a megoldast, ha az oszlopmiiveletekhez tar-
tozoé Q matrixszal megszorozzuk az (2',y’, 2')T vektort. A @ matrixot megkaphatjuk, ha az
I-re is végrehajtjuk ugyanazokat az oszlopmiiveleteket, mint amelyeket az egyenletrendszer
matrixan végeztiink.

1 00 1 3 3 1 3 0 1 0 3 r 0 3
001 0[%% o 1 0|%%]o 1 —1|%%]o -1 1|%%]o -1 9|=0Q
00 1 00 1 00 1 0 10 0 1 -8
Ebbdl a megoldas
x 1 0 3 -3 -3+ 3t
yl =10 -1 9 10| = | =104+ 9¢
z 0 1 -8 t 10 — 8t

. Adjuk meg a kévetkezd Abel-csoportok generdtorokkal megadott részcsoportjinak €s a
részcsoporttal vett faktorcsoportnak a kanonikus alakjdt!

a) G=(a)db)D(c) XZDLDL, és H= (2a — 2b+ 3¢, 4b — 3c)

b) G=1{a)®b)D(c) = ZigDLo®ZLy, és H= (4da —c¢, b+ c).

Megoldds: a) Irjuk fel egy matrix soraiba a részcsoportgeneratorelemeinek koordinéatait a
szabad Abel-csoport megadott bazisa szerint, és hozzuk a matrixot Smith-normalalakra. A
sormiiveletek a részcsoport generatorrendszerét valtoztatjik, az oszlopmiiveletek a bazist
cserélik le egy masik béazisra. Igy a részcsoport komponensei a nagy csoport komponen-
seinek részcsoportjai lesznek, és faktorizalni is komponensenként lehet.

0 4 -3 7 lo 4 -3 3 4 0 0 -2 6

[1 0 0] 0s7lgp [1 0 0]
0 -2 6 0 2 0
Tehat H = (o) ® (20') 2 ZPZ, és G/H = (') D V) D (') /(') D (20') D0 = Zy D Z.

b) Tekintsiik az F' = (x) ® (y) @ (2) 2 Z®Z D Z szabad Abel-csoportbol mens ¢ : F —
G homomorfizmust, amelyre z¢ = a, yp = b és z¢p = c¢. Ekkor K = Kerp =
(16x,2y,4z), és H 6sképe p-nél H = 4z — z, y+ z, 16z, 2y, 42). A G/H = F/ﬁ
6s H>~H /K csoportokat kell meghatarozni. Az elsét az a) rész modszerével csinaljuk,
kozben megjegyezve a K generatorelemeinek atkoordinatézasat is. Ezutan a H

|:2 —2 3:| oszlop |:2 -2 1:| oszlop |: 1 -2 2:| sor |:1 —2 2:| oszlop
— . — —
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bazisdban (ﬁ[ is szabad Abel-csoport, mivel egy szabad Abel-csoport részcsoportja)
fejezziik ki a K generatorelemeit, és igy hatarozzuk meg a H /K faktorcsoportot.

4 0 -1 10 4 1 0 4 1 0 4
01 1f -1 1 0 01 4 0 1 4f
16 0 0= 00 162500 16250 0 16|
02 0 02 0 02 0 0 0 -8
00 4 —4 0 0 0 0 16 0 0 16
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
00 16[2(0 0 8
0 0 -8 0 0 O
0 0 16 0 0 O
Ebbdl leolvashato, hogy G/H = (Z@&Z B L)/ (ZSZ & 8Z) = Zg. Masrészt az oszlop-
miiveletek hatésa a K generatorain:
16 0 O l 0 0 16 z 0 0 16
02 0" 02 o= 02 -8
0 0 4 -4 0 O —4 0 16
Tehat a H {2',y',82' } baziselemeivel felirva:
00 2 0 2 1] l [ 1 2 0 1 2 0
02 —1[2] 02 —1|"="]-1 2 ol=lo 4 o=
4 0 2 -4 0 2 | 2 0 —4 0 —4 —4
1 2 0] l 1 0 0 l
O 4 O osziop O 4 O osziLop
0 0 —4] 0 0 4
Tehat H = (ZOZD L)/ (Z DAL DAL) = 7y & Zy.



