Szabad strukturak

Def. (A, F) (univerzdlis) algebra: A # () halmaz, F miiveletek halmaza (lehet végtelen)
B C A részalgebra, ha nem iires, és zart a miveletekre (jele B < A)

v: (A, F) — (B, F) homomorfizmus, ha A — B, és mivelettarto:

(flat,...,an))p = flarp,...,anp) Vf € F, a1,...,a, € A.

F miivelethalmazu algebrak egy wvarietdsa: azonossagok altal definialt osztély

Pl. Félcsoport: (A, ), axiomak: (zy)z = z(yz)
(zy)z = 2(yz)
Csoport: (4, -, 1,71, axiémak al=a, la=a
ac ' =1 ata=1
Vektortér K test folott: (A,+,0,{A-|A € K }),
a nem azonossaggal megadott, additiv inverzet biztosité axiomat kivalthatja a

0 - = 0 azonossag.

Nyilvan: Minden varietas zart a homomorf képre, részalgebréra, direkt szorzatra (ez a
Descartes-szorzat a pontonkénti mivelettel), azaz HSP-zart.

Megj. Forditva is igaz: azonos mivelethalmazii algebrdk HSP-zart osztalya mindig
varietas.

Pl. A testek nem alkotnak varietast: az invertalas nem vehetd be miiveletnek, mert nincs
minden elemen értelmezve, és az inverz létezésének feltétele igy nem azonossig. Masképp:
testek direkt szorzata nem test, még csak nem is nullosztémentes.

Def. V varietas, A€V, X C A.

A az X dltal generdlt szabad algebra V-ben, ha VB € V, Vo : X — B leképezésre
Al ¢ : A — B homomorfizmus, hogy ¢|x = ¢q.

Ekkor X az A szabad generdtorrendszere.

A szabad algebra V-ben, ha van szabad generatorrendszere.

Megj. V-ben az adott szamossagti halmaz altal generalt szabad algebrik izomorfak,
ugyanis a generald halmazok kozotti bijekcio kiterjesztheté homomorfizmussa mindkét
irAnyban, és a két homomorfizmus kompozicidja a kiterjesztés egyértelmiisége miatt csak
az identikus homomorfizmus lehet.

Pl. 1. Szabad csoport:

az X elemeibdl alkotott xfl x -xkﬂ redukalt szavak (/3 benne x°x~ %), ahol 1 az iires
sz0, a szorzds az egymés utan iras, lu = ul = wu, z°27° = 1 egyszertsitésekkel, és
(254 aSk) " = ok
2. Szabad vektorterek:
minden vektortér, ugyanis egy bézison tetszGlegesen elGirhatunk egy homomorfizmust,

tehat a bézis szabad generatorrendszer.
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Def. R 1-elemes gytrti f6l6tti bal modulus:
M =grM = (M,+,0,{r-|r € R}) a kévetkezs azonossagokkal:

(T+y)+z = (@+y+2) rle+y) = retry
x+y = y+uo (r+s)z = rx+sz
r+0 = =z (rs)x = r(sz)
O-z = O lry = =



Pl. A vektorterek K test folotti modulusok.
Az Abel-csoportok (additiv irasmoddal) tekintheték Z-modulusoknak, mert n pozitiv
egészre az na := a + ...+ a (n taga sszeg), 0a = 0, (—n)a = —(na) jelolés természetes
modon megad egy Z-modulusstruktirat.
Tétel. A szabad modulusok a @ grR direkt Osszegek.

i€l
Jelolés: rR az R mint sajatmaga f6lotti balmodulus,

@& M; < [[ M; azokbol az elemekbdl all, amelyeknek csak véges sok komponense nem 0).
el iel

Biz. Az F := @ rR modulusban azok az z; = (...,0,0,1,0,...) elemek, amelyekben csak
il
az i. helyen van 1, a tobbi helyen 0 nyilvan generatorrendszert alkotnak, s6t bdzist: F
minden eleme egyértelmiien irhaté > r;z; alakban (ahol csak véges sok r; nem nulla).
il
Igy X = {x;|i € X} szabad generatorrendszer: egy @o : X — M, x;00 = my

leképezés kiterjesztése | > rix; | ¢ := > rim,; az egyértelmi feliras miatt jol definialt
icl i€l
és miivelettartd, s mivel X generatorrendszer, a kiterjesztés egyértelmd. O

Kovetkezmény. Specialisan, a szabad Abel-csoportok a @ Z direkt Osszegek.
(Z-vel és Zy-nel fogjuk jeldlni a (Z, +) és (Z,, +) Abel-csoportokat is, nemcsak a gytirtiket.)

Pl. Az 1 elemmel generalt szabad hal6 az egyelemt hélo, a 2 elemmel generalt az
Ms: o <> y - Hap:x—a, y— b, a,be L, akkor osszehasonlithato a,b esetén,

mondjuk a < b-re x,x ANy +— a és y,x V y — b homomorfizmus, 6sszehasonlithatatlanra
pedig bedgyazast kapunk.

A harom elemmel generalt szabad halo végtelen (Id. a 6. feladatsort), de a harom
elemmel generalt disztributiv, illetve moduléris halé csak 18, illetve 28-elemd.

Tétel. Az {x,y, 2} elemekkel generalt szabad disztributiv halo:

TVyVz

D=zVz

A=zV(yAz)

B=yV(zAz2)

C=zV(zAy)

M=@ANy)V(xAz)V(yAz)

a=(xANy)V(xAz)
=(zAy)V(yNz)

c=(xANz)V(yAz)

d=xz Nz




Biz. Egy X = {x,y,z} halmazzal generélt disztributiv haléban minden elem felirhato
az X nem iires részhalmazai metszeteinek egyesitéseként, és ebben a kifejezésben elég a
miniméalis halmazok metszeteit meghagyni, mert a tobbi elnyel6dik. Ezek a kifejezések
szerepelnek az abran, és konnyen ellenérizhetd rajtuk a részbenrendezés is.

Masrészt van olyan hald, ahol az itt felirt elemek valoban kiilonbozsk, példaul a
{£1,£2, £3 } hatelemii halmaz hatvanyhalmazédban az {i,j, —k} alakt harom halmaz
(ahol {i,7,k} = {1,2,3}) altal generalt részhaloban. Tehat létezik az abran szerepld
halo, és minden disztributiv haloba mend X — L leképezés kiterjesztheté homomorfiz-
mussa. O

Szabad csoportok részcsoportjai

Def. Egy szabad csoport (vagy szabad Abel-csoport) rangja a szabad generéatorrendsze-
rének szdmossaga.

All. Szabad Abel-csoport és szabad csoport rangja egyértelmd.

Biz. Egy szabad Abel-csoport izomorf a @ 7Z direkt 6sszeggel valamely I-re. Ha egy I és
il ~ ~
J indexhalmazhoz tartozo A és B direkt 6sszeg izomorf, akkor A = A/pA = B/pB = B,
ahol pA := {pa|a € A}, és az utébbiak a Z, test folotti & Z, és & Z, vektorterekkel
icl =
izomorfak, igy azoknak a dimenzidja megegyezik, azaz |I| = |J|.

Ha az F csoportnak X szabad generatorrendszere, akkor az F/F’-nek mint Abel-
csoportnak is szabad generatorrendszere az X, ugyanis tetszéleges X — A Abel-csoportba
mend leképezés kiterjesztheté F-re homomorfizmusként, és ennek a magjaban benne van
F', igy F/F’-re is kiterjeszthets. Tehat az el6z6 rész miatt X szdmossaga egyértelmd. 0O

Pl. Egy k rangu szabad csoportban lehet k-nal nagyobb rangu szabad részcsoport is, s6t
véges rangunak is lehet végtelen rangi szabad részcsoportja: az x,y elemekkel generalt
F(x,y) szabad csoport egy részcsoportjit szabadon generaljak az y, v~ lyx, 2~ 2yz, . .. ele-
mek.

Végesen generalt csoport véges indext részcsoportja viszont mindig végesen generalt.

Tétel. Legyen G = (g1,...,9n), és H < G egy k indexii részcsoport. Ekkor H-nak van
< kn — k 4+ 1 elemi generatorrendszere.

Biz. Legyen a H jobb mellékosztalyainak egy reprezentansrendszere { z1 = 1, xs, ..., xk },
azaz G = 1<Q<kai. Minden i,j parra Hz;g; = Hx; valamely ¢-re. Legyen R az
_1/_

ilyen (i, ,i') harmasokhoz tartozé z;g;jz;' elemek halmaza. Igy R C H, és ezek az
elemek generaljak is H-t: tetszGleges h € H elemet felirhatunk h = wuq ---u; alakban,
ahol minden wu; valamely g;-vel vagy annak inverzével egyenls. Ezt kib&vithetjik h =
(luryy D (yrueys V) -+ (Yn—1uny; V) yn kifejezéssé, ahol minden y; juy; ' € RUR™Y C H,
ésigy yp € H = y, =1 = h € (R).

Ez ugyan kn elemi generatorrendszert ad, de csokkenthetjiik a szamossagat a
reprezentédnsok iigyes megvélasztasival. Rajzoljuk fel egy iranyitott grafba nyilként a g;-k
hatasat mellékosztalyokon, és vegyilik a graf egy feszit6fajat. Ezutan a fa egy pontjatol
elindulva ugy valasszunk reprezentanselemeket, hogy kompatibilisek legyenek a megfelelé
g; elemmel val6 szorzassal. Igy a generatorrendszer elemszamét a fa éleinek szaméaval,
tehat (k — 1)-gyel csokkenteni tudjuk. O



Tétel. (Nielsen—Schreier-tétel) Szabad csoport részcsoportja is szabad,
és n rangu szabad csoport k indexi részcsoportja nk — k + 1 rangua szabad csoport.

Megj. A részcsoport generatorrendszerének megkonstrualasara adott el6bbi modszert
hasznalja a Schreier—Sims-algoritmus egy generatorelemekkel megadott permutéaciocsoport
elemszaménak kiszamitasara: az alaphalmaz egy elemének orbitjat konnytd meghatarozni
a generatorelemekbdl, és egytuttal megadni a stabilizadtor mellékosztalyainak egy reprezen-
tansrendszerét. Igy a |G| = |wG| - |G| Gsszefiiggés alapjan a stabilizator elemszamat
kell mar csak meghatérozni, amelynek az el6bbi modszerrel megkapjuk egy generator-
rendszerét. Menetkozben a kapott generatorrendszer méretét is lehet csokkenteni, hogy
legfoljebb a mozgatott elemek szama legyen (Jerrum-sziird).

Tétel. Szabad Abel-csoport minden részcsoportja szabad.

Ezt a tételt most végesen generélt szabad Abel-csoportokra fogjuk bizonyitani.

Tétel. Legyen A = A(X) = ® Z szabad Abel-csoport, ahol X elemei az z; =
i=1

(0,0,...,0,1,0,...,0) elemek, és lggyen B < A. Ekkor van A-nak olyan {yi,...,yn }
bazisa (azaz szabad generatorrendszere), hogy B = (k1y1, ..., knyn)-

Biz. Legyen B = (b;|i € I). Irjuk fel a b; elemek koordinatait az X bazisban egy (esetleg
végtelen magas) matrix soraiba. Ha ezen a matrixon s; — s; + cs; (c € Z) vagy s; <> s;
vagy s; — —s; tipusi sormiiveletet végziink, az B-nek tovabbra is generatorrendszerét
adja, ha pedig ugyanilyen oszlopmiiveletet, akkor az A-nak a bazisat cseréli ki egy masik
bézisra, és a matrix ettsl fogva a B generatorelemeinek ebben a bazisban felirt koordinatait
mutatja.

A matrixot ilyen mitiveletekkel diagonalizalni lehet. Egy miniméalis abszolut értékt
elemet sor- és oszlopcserékkel a bal f6ls6 sarokba visziink, és ha a soraban vagy oszlopaban
van vele nem oszthato, akkor kisebb absz. értékit is elGallithatunk, ha nincs, akkor
nullazunk. A maéasodik esetben, ha van vele nem oszthaté méashol, akkor az els6 sorhoz
hozzaadva a sorat az el6z6 miiveletet ismételjiik. Mivel a métrix szélessége véges, véges

sok lépésben diagonalizélni tudjuk a maéatrixot, és az atlobeli kq, ..., k, elemekre (ame-
lyekre mellesleg k1 | ko | ...), és az 0j bazisra B (k1y1, ..., knyn)- 0

Def. Egy A € Z™*" méatrix Smith-normdlalakja a D = PAS € Z"*" diagonalis matrix,
ha P e Z™* ™ és S € Z"*" determinansa +1 (azaz P ¢és S is invertalhato Z f6lott), és a D
dy,ds, ... diagonalis elemeire d; | d; 1 Vi. A fenti algoritmusbol latszik, hogy minden egész
elemt méatrixnak van ilyan alakja, és belathato, hogy a Smith normélalak a diagonalis
elemek elgjelétsl eltekintve egyértelmi (illetve a D elemei valaszthatok nemnegativnak).

Kovetkezmény. Végesen generalt szabad Abel-csoportnak minden részcsoportja legfol-
jebb akkora rangu szabad Abel-csoport.

Biz. Ha az el6bbi tételben kapott generatorrendszerben a k,-ig nemnullédk az egyiitthatok,

és kyy1=...=ky, =0, akkor B = (k1y1) D ... ® (k,y,) = 1<EB< Z. ad

Tétel. (Végesen generdlt Abel-csoportok alaptétele)

Minden végesen generalt Abel-csoport ciklikusok direkt szorzata.

Ez az elséllitas (sorrendtdl és izomorfiatol eltekintve) egyértelmii, ha a véges ciklikusok
primhatvanyrendtek.



Biz. Legyen B egy n elemmel generalt Abel-csoport, és A = & Z. Ekkor van egy
1<i<n

¢ : A — B sziirjektiv homomorfizmus, és A-nak van olyan Y bazisa, amelyre Kerp =
(k1yi, ..., knyn) valamely k;-kkel. Igy B & Z/kZ @ - ® L)k, 7 = Lty D -+ - D Ly, |-
Ebbdl a 0 tényezdSket (a Zq-eket) elhagyhatjuk.

Egyértelmiiség: a véges rendd elemek altal alkotott By torzidrészcsoport véges Abel-
csoport, és ennek egyértelmd a felirasa, a végtelen tagokbol all6 komponens pedig a
torzidrészcsoport faktora, szabad Abel-csoport, igy a rangja egyértelmii. O

Véges Abel-csoport részcsoportjanak és faktorcsoportjanak kanonikus alakja

Legyen B = (b1) ® -+ - @ (bg) = Zy, @ - - - Ly, . Tegyiik fel, hogy B-nek egy C' részcsoportja
a generatorelemeivel, a b;-k (egész)linearis kombinécioival van megadva. Hatarozzuk meg
ennek alapjan a B/C izomorfiatipusat!

Legyen A = A(X) a k elemmel generalt szabad Abel-csoport, és ¢ : A — B az x; — b;
leképezést kiterjeszts sziirjektiv homomorfizmus. Legyen C 6sképe p-nél C. A szabad cso-
port C részcsoportjat kigeneralja a C csoport B-beli generatorrendszerének egy-egy Gsképe
(a b;-ket z;-kkel helyettesitjiik) és K = Ker p-nek az { nyz1, ..., ngxy } generatorrendszere.
Mivel B/C = (A/K)/(C/K) = A/C, ezzel a kibévitett generatorrendszerrel felirva a
matrixot, és azt diagonalizalva, megkapjuk a B/C faktorcsoport ciklikusok direkt Gsszegére
bontéséat.

Haa C = C /K csoport kanonikus alakjat szeretnénk meghatarozni, akkor az A/ C
csoportra el6bb alkalmazott modszert kiegészitjiik azzal, hogy a K generatorelemeire még
egyszer végrehajtjuk a C-nal alkalmazott oszlopmiiveleteket. Igy megkapjuk K-nak az A
1ij bazisaban val6 felirdsat, s mivel C bazisa az A-nak ebbél a béazisabol kaphato a Smith
normalalak d, ..., d, nem nulla diagonalis elemeivel val6 szorzassal, a d;-kkel val6 osztéssal
megkapjuk a K elsallitasat a C szabad csoport bazisabol. Ezt Smith-normaélalakra hozva
a korabbi modszerrel felirhatjuk a C = C /K csoport ciklikus csoportok direkt Osszegére
bontéséat.



