Csoportok és gytirik 2. feladatsor 2020. tebruar 21.

1. Leolvashatok-e egy csoport részcsoporthdlojardl a kovetkezd tulajdonsdgok?

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

a csoport rendje;

a csoport végessége;

a normdlosztohalo;

primrendi részcsoportok;
végesen generdlt részcsoportok;
ciklikus részcsoportok;

a csoport kommutativitdsa.

Megoldds: a) Nem, pl. L(C3 x C3) = My = L(S3), de |C3 x C3| =9, és |S3| = 6.

b)

2. a)

b)

Igen, G pontosan akkor véges, ha L(G) véges. Az nyilvanvalo, hogy véges csoport
részcsoporthéloja véges. Ha a csoport végtelen, akkor vagy van végtelen rendd ele-
me, és akkor az L(Cy) végtelen halo részhaloja L(G)-nek, vagy végtelen sok véges
rendd eleme van. Mivel ezek koziil csak véges sok generélja ugyanazt a részcsoportot,
végtelen sok ciklikus részcsoportja van G-nek, igy L(G) ebben az esetben is végtelen.
Nem, a (3 x C3 és S3 esete erre is ellenpélda: az els6ben minden részcsoport
norméloszto, tehat a normalosztohalé My, a masodikban As az egyetlen valodi
normaéloszto, tehat a normalosztohélo egy 3-elemi lanc.

[gen, a primrendi részcsoportok az atomok, azaz a nullelem f6l6tti minimalis elemek
a haloban.

Igen, ezek pontosan a halo kompakt elemei, azaz a halé azon a elemei, amelyekre igaz,
hogy a < \/;,c;xi = 3J C I, hogy |J| < oo ésx <\, ;.

Valoban, ha H < G végesen generalt, ¢s H < \/,.; K; valamely K; < G
részcsoportokra, akkor H minden generatorelemének az elGallitasaban csak véges sok
K; szerepel, tehat az Osszes generatorelem, és igy az egész H is benne van véges sok
K; egyesitésében.

Forditva, tegyiik fel, hogy H kompakt az L(G)-ben. Nyilvanvalo, hogy H <\/, . (h),
tehat a kompaktsag miatt Jhq, ..., h, € H: H < (h1) V...V (hy) = (h1,..., hy), és
az utobbi benne van H-ban, igy H = (hy,..., hy)

Igen, ezek a halonak azok a kompakt elemei, amelyek alatti intervallum disztributiv,
ugyanis tudjuk, hogy a disztributiv részcsoporthaléji csoportok éppen a lokalisan
ciklikus csoportok, tehat ha a csoport maga végesen generalt, akkor ciklikusnak kell
lennie.

Nem, erre is ellenpélda a C3 x C3 és az Ss.

Bizonyitsuk be, hogy egy moduldris halo tetszdleges a,b elemére az a N'b és a kozott
intervallum izomorf a b és a V' b kézdtti intervallummal, €s az izomorfizmust az x +—
x Vb, az inverzét az y — y N\ a leképezés adja meg.

Lassuk be, hogy egy véges moduldris halo a < b elemeire egyértelmi az a-bol b-be mend,
fedésekbdl dllo ldnc hossza.

Megoldds: a) Vegyiik észre el6szor, hogy az f : x +— x Vb, illetve g : y — y A a leképezés

minden héaloban tetszdSleges a, b-re monoton:

<z’ =zVvVr' =2 = (xVvVdV@Vvb)=zVeVb=2'Vb=zVb<z' Vb, és
y<y =yAy =y=>Yra)ANY Aa)=yAy Na=yra=yra<y Na. Igy
aNb<z<arab=(aANb)Vb<zVb<aVbésb<y<aVbreaANb<aAy<
aA(aVb)=a,tehat f és g valoban a megadott két intervallumot képezi egymaésba.
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Az f és g leképezés egymas inverze, ugyanis

(xVb)ANa =axV(bANa) = =z, és
z<a z>aNb

(yANa)V bygby A (aV b) oY
Ebbdl kovetkezik, hogy az f : x — x V b leképezés bijekcio, és mivel f, és az inverze,
g is monoton, x < 2’ & f(x) < f(a'), tehat f izomorfizmus.

b) Mivel moduléris halé minden részhaloja, igy intervalluma is modularis, elég az allitast
a 0 és 1 kozotti lancokra bizonyitani. Teljes indukciét hasznalunk a legrévidebb,
fedésekbdl allo lanc hosszara. Ha ez 1, akkor 1 fedi 0-t, tehéat nincs koztiik més elem.
Most tegyiik fel, hogy n — 1-re mar tudjuk, és egy haloéban a legrévidebb tovabb
nem finomithatoé lanc ¢, amelynek hossza n, egy masik 0-bo6l 1-be mend tovabb nem
finomithato lanc pedig ¢/, amelynek hossza m > n. Ha £ és ¢’ 1 alatti eleme megegyezik,
akkor az indukcios feltevés miatt n — 1 = m — 1, tehat n = m. Ha viszont az 1 alatti
elemeik x # y, akkor az a) részbdl kovetkezéen z Ay < x < 1ész Ay <y <1
is fedések sorozata, és ha a 0 < x A y lancot minimélis hosszisagu, fedésekbdl allo
¢" lanccal helyettesitjiik, akkor z-re, majd y-ra alkalmazva az indukcios feltevést, azt
kapjuk, hogy ¢ hossza n — 2, és igy ¢ hossza, m = n.

Egy L hdlé Boole-hdlo, ha korldtos (azaz 0,1 € L), disztributiv, és minden a € L elemnek
van komplementuma, azaz olyan o' € L, amelyre aNa’ =0 ésaVa' =1.

. Bizonyitsuk be, hogy egy Boole-hdloban minden elemnek egyértelmi komplementuma van.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy az a € L elemnek a’ és a” is komplementuma. Ekkor a” =
INd" = (avd)Nd =(and’)V(dNd) =0V (dANd")=d Nd", igy a” < d, és
ugyanigy a’ < a”, tehat o’ = a”.

. Bizonyitsuk be, hogy minden véges Boole-hdlo elemszdma 2-hatvdny, és a hdlo izomorf
egy halmaz hatvdnyhalmazdval. Mutassunk olyan végtelen Boole-hdlot, amely nem izomorf
semelyik hatvanyhalmazzal.

Megoldds: Mivel a halo véges, vannak atomjai, s6t, minden # 0 eleme alatt van atom.
Legyenek ezek ay,...,a,.

Ekkor minden x € L el6all atomok egyesitéseként:

Legyen ugyanis u = \/{a;|a; < z}. Ekkor u < z, és ha u # x, akkor x A v/ # 0 ("-vel
jelolve a komplementumot), mert kiilénben zVu' > vV v’ = 1 miatt 2/ = «/ lenne, amibdl
x = u ellentmondasra vezet. De akkor da; < x A u’, ami nyilvan kiilonbozik az u-t alkoto
atomoktol, és ez ellentmond u definicidjanak. Tehat x =u =\ {a;|a; <z }.

Ez az elsallitas sorrendtdl eltekintve egyértelmii: ha atomoknak egy = egyesitésében
szerepel a; és egy y-ban nem, akkor x A a; = a;, viszont a disztributivitas miatt y Aa; = 0,
tehat akkor = # y.

Tehat a ¢ : L — P{a1,...,an}), p(x) = {a;la; < x} leképezés bijekcio, és
inverze a H +— \/ H leképezés. Mindketts rendezéstartod, ezért L valoban izomorf a
hatvanyhalmazzal.

Végtelen ellenpélda lehet egy megszamlalhato halmaz véges és kovéges (azaz véges
komplementumu) részhalmazainak Boole-haloja. Mivel ez megszamlalhato, a legkisebb
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végtelen hatvanyhalmaz pedig kontinuum szamossagi, ez a halo nyilvan nem lehet izomorf
egy teljes hatvanyhalmazzal.

. Bizonyitsuk be, hogy S, és A, kommutdtorrészcsoportja is Ay, han > 5.

Megoldds: S, /A, = Cy miatt A, > S], masrészt tudjuk, hogy n > 5-re A, egyszert, és
Sp-nek A, az egyetlen valodi, nemtrividlis norméalosztoja, tovabba S, /1 = S, nemkom-
mutativ, ezért S/ csak A, lehet. A, sem kommutativ, igy a két normalosztdja koziil csak
A, lehet a kommutator-részcsoportja.

Az A, egyszertiségének felhasznalasa nélkiil is konnyen bebizonyithatjuk, hogy S/ =
A, (123) = (13)(23) = (13)71(13)32 = [(13),(12)] € S/, és atszamozassal azt
kapjuk, hogy A, minden 3-ciklusa kommutatorelem S,,-ben, ezek pedig kigeneraljak A,,-
et. (Ehhez még az n > 5 feltétel sem kell, elég, hogy n > 3.) S6t, n > 5-re A,-
ben is elGallithatjuk kommutéatorelemként a 3-ciklusokat: (123) = (13)(45) - (23)(45) =
((13)(45))71((13)(45))(132) = [(13)(45), (132)] € A’ , tehat A’ = A, is teljesiil.

. Bizonyitsuk be, hogy minden véges csoportnak van egy legnagyobb (azaz minden mds ilyet
tartalmazé) feloldhaté normdlosztdja.

Megoldds: Mivel a csoport véges, van maximalis feloldhat6 normalosztéja, legyen ez N.
Ekkor tetszoleges M feloldhaté normalosztora M N/N = M /(M N N) feloldhato, mert M
faktora, és N is feloldhato, igy M N is feloldhato. Viszont M N > N, igy az N maximalitésa
miatt MN = N, azaz M < N.

. Bizonyitsuk be, hogy ha G véges nem kommutativ p-csoport, akkor G/G’ nem lehet ciklikus.
(Utmutatds: Ldssuk be, hogy egy véges p-csoportban bdrmely nem trividlis normdloszté
metszi a centrumot.)

Megoldas: El6szor az ttmutatésban szerepls allitast latjuk be.

Egy normaéloszto teljes G-konjugéltosztalyok unidja. Tehat ha |G| = p™ és 1 # N <G,
akkor az N-be es6 konjugaltosztalyokra felirva az osztalyegyenletet, azt kapjuk, hogy | N| =
INNZ(G)|+ > {IK;|| Ki €N, |K;] > 1}, ésitt |N]is, és a szummaban levs 6sszeadandok
is oszthatok p-vel ( |[K(x)| = |G : Cq(2)| | |G| =p"), igy p | [N N Z(G)|.

A feladat allitasat |G|-re vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk.

Ha G véges, nem kommutativ p-csoport, akkor az el6bbiek alapjan
1#7Z:=G'NnZG) < Z(G) < G. Tekintsiik a G/Z csoportot. Ha ez kommutativ,
akkor Z > G', amibdl Z(G) > G’ kovetkezik, és igy G/G’-nek homomorf képe G/Z(G) =
(G/G"/(Z(G)/G"), a G/Z(G) faktorcsoport pedig G nem-kommutativitasa miatt nem
lehet ciklikus, igy G/G’ sem az. Ha viszont G/Z nem-Abel, akkor alkalmazhatjuk ra az
indukcios feltevést, és igy G/G' = (G/Z2)/(G'/Z) = (G/Z)/(G/Z)" nem ciklikus.

. Hatdrozzuk meg a Zs test folotti 3 x 3-as invertalhato felsd haromszégmdtrizok csoportjanak
kommutdtorldncdt, és a kommutdtorlanc faktorainak izomorfiatipusdt.

Megoldads: Legyen G a Z3 folotti invertalhato fels6 haromszogmatrixok csoportja, és N < G
ezek koziil azoknak a halmaza, amelyeknek az atlojaban csak 1-ek vannak. Mivel két
haromszogmaéatrix szorzatanak atlojaban a megfelel6 diagonélis elemek szorzata all, N < G.
Tovabb4d N mellékosztalyainak teljes reprezentansrendszerét adja a diagonalis matrixok
H részesoportja, igy G/N = H = (Cy x Cy x Cy Abel-csoport. Ebbdl kévetkezik, hogy
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G’ < N. Viszont a 27-elemi N normaélosztot kigeneraljak a kommutatorelemek, mert pl.
Dy = diag(—1,1,1)-re, Dy = diag(1, —1,1)-re és

1 a b 1 a b 1 a -—ac
A=10 1 c¢|-re [A,D;J=1]10 1 0], és [A,D3]=1]0 1 cl,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

és ezek legalabb 9 + 6 = 15 kiilonb6z6 méatrixot adnak, igy |G’| | |N| = 27 miatt G’ = N.
Konnyen lathato, hogy N nem-Abel 3-csoport, igy |G”| = |[N'| = |Z(N)| =3, és G = 1.
A faktorok Cy x Cy x Ca, C3 x C3 (ugyanis N/Z(N) nem lehet ciklikus) és C5. (Mellesleg,
Z(N) azokbol a matrixokbol all, amelyeknek a diagonalis 1-eken kiviil csak a jobb fols6
sarokban lehet nemnulla eleme.)

Bizonyitsuk be, hogy ha egy moduldris hdléban minden elemnek van (nem feltétlendil egy-
értelmt!) komplementuma, akkor ez a hdld minden intervallumdra is igaz. Hatdrozzuk
meg azokat a (véges) Abel-csoportokat, amelyeknek komplementumos a részcsoporthdldjuk.

Hatdrozzuk meg a D,, diédercsoportok kommutdtorlancadt.



