Csoportok és gytirik 5. feladatsor 2020. maércius 27.

1. Legyen G a kocka egybevdlgosdgi csoportja. Ezt tekinthetjik Ss részcsoportjanak is a
csiucsokon wvald hatdssal.
a) Mi a G rendje?
b) Hdny orbitja van G-nek, ha
b1) a kételemi csicshalmazokon hattatjuk;
b2) a hdaromelemi csicshalmazokon hattatjuk?
c) Hany elemd orbitjai vannak a G hatdsdnak a kocka teljes felszinén?

Megoldds: a) Az csoport rendjét kiszamithatjuk a |G| = |aG|- |G| Osszefiiggés tobbszori
hasznalataval. Jeloljiik a kocka csiicsait az 1,2, ...,8 szamokkal, ahol 1 élszomszédai
2,3,4, és a k-bol kiindul6d testatlé mésik végpontja 9 — k. Az 1 cstucs orbitja 8-
elemi (lapkozéppontokat Gsszekots tengely koriili forgatasokkal is at lehet vinni az
1-et barmely masik csiucsba), igy |G| = 8|G1|. Az 1-et helybenhagy6 egybevagosagok
az 1 szomszédait csak az 1 szomszédaiba vihetik, és azokat egyméasba is lehet vinni az
1-8 testatlo korili 120°-o0s forgatasokkal, ezért a 2-nek a (G szerinti orbitja 3-elem,
tehat |G| = 8|G1| = 24|G12|. A G2 elemei a 3-at csak 3-ba vagy 4-be vihetik, és az
1-2 élen és a kocka kozéppontjan atfektetett sikra valo tiikrozés a 3-at valoban atviszi
4-be, mikozben helyben hagyja az 1-et és a 2-t. Végiil G 2 3 helyben hagyja 4-et, és
igy az egész kockat is, tehat |G| = 24 - 2|G1 o 3| = 48.

bl) Az élek, a lapatlok, és a testatlok (mint a végpontjaik halmazai) harom kiilonbozd
orbitba esnek, mar a hosszuk alapjan is, viszont kénnyen lathato, hogy az azonos
fajtak atvihetSk egymasba, mozgatassal is. Tehat erre a hatésra nézve G-nek harom
orbitja van (12, 12 és 4 elemszammal).

b2) Itt is harom orbit van: egy lap harom csticsa, a kocka kézéppontos tiikkrozésére nézve
szemkozti élpar harom pontja, és harom olyan pont, amelyek koziil semelyik nem
élszomszédos. Az orbitok mérete 6 -4 = 24, 6 - 4 = 24, illetve 8 (minden cstcs koriil
egy). Osszesen 24 + 24 + 8 = 56 = (g) valoban kiadja a teljes alaphalmazt.

c) A cstcsok 8-elemii, az élkézéppontok 12-elemi orbitot alkotnak, az élek t6bbi pont-
jai 24-elemi orbitokban vannak, a lapkdzéppontok egy 6-elemi orbitot alkotnak, a
lapatlok és a lapok kozépvonalainak eddig nem vizsgalt pontjai 24-elemii orbitokban
vannak, a lapok tobbi pontja pedig 48-elemtiekben.

2. Bizonyitsuk be, hogy eqy legaldbb két elemen hato tranzitiv csoporthatdsban van fizpont-
mentes elem.

Megoldads: A Burnside-lemma szerint a fixpontok atlaga itt 1, viszont az egységelemnek
minden pont fixpontja, tehat |Fixz(1)| > 1, igy kell lenni olyan g € G-nek, amelynek a
fixpontszama 1-nél kisebb, azaz amely fixpontmentes.

3. Hdnyféleképpen tudjuk feketére szinezni egy 3 X 3-as négyzethdls (tdbldzat) hdrom kis
négyzetét, ha azonosaknak tekintjik azokat a szinezéseket, amelyeket forgatdssal vagy
tiikrozéssel megkaphatunk eqymdsbol? FEs ha csak a forgatdssal egqymdsba vihetd szinezéseket

tekintjik azonosnak?

Megoldds: Azt kell megszamolnunk, hogy az Osszes (azaz (g) = 84) szinezésen a négyzet

D, szimmetriacsoportjanak, illetve a forgatasok altal alkotott (f) = Cy csoportnak
hany orbitja van. Ehhez a Burnside-lemma szerint elég a csoportelemek fixpontszamat
meghatarozni.

|Fiz(1)] = 84, |Fiz(f)] = |Fiz(f~!)] = 0 (ugyanis ha kiszineziink egy nem kozépss
négyzetet, akkor legaldbb 4 szinezett négyzetnek kell lennie) |Fix(f?)| = 4 (mert a 4
kozéppontosan tiikros négyzetparbol egyet kell kivalsztani a kozépsd mellé), az atlora valo
tiikrozések fixpontszama 1 4+ 3 -3 = 10 (vagy a harom atlon levén négyzetet vélasztjuk,
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vagy egyet az atlorol, és az egyik oldalon levé harom kis négyzet koziil is egyet valasztunk
ki, meg a masik oldali tiikorképét), és a kdzépvonalra vald tiikrozésekre is ugyanigy 10-et
kapunk, mert ott is 3 kis négyzet van a tengelyen, és 3 —3 a két oldalan. Tehét a fixpontok
atlaga a teljes diédercsoportnél %(84 +2-0+4+4-10) = 16, a forgatasok csoportjanal
pedig %(84 +2-044) = 22. Tehat a lényegesen kiilonb6z6 szinezések szama a két esetben
16, illetve 22.

4. Bizonyitsuk be, hogy egy kocka egybevdgdsdgainak csoportja izomorf Sy x Cy-vel!

Megoldds: Legyen G az egybevagosagi csoport. Lattuk az 1. feladatban, hogy |G| = 48.
Tekintsiik G hatasat a 4 testatlon: ¢ : G — S4. Ez egy S4-be mend homomorfizmus,
amelynek magja csak az egységelembdl és a kozéppontos tiikrozésbdl all, ha ugyanis egy
egybevagosag helyben hagyja az Osszes testatlot, akkor legfoljebb a testatlo két csicsat
cserélheti meg. De ha az egyik cstucsot helyben hagyja, akkor annak az élszomszédait az
élszomszédokba viszi, tehat a tobbi testatlot sem fordithatja meg. Ha pedig az egyiket
megforditja, akkor ugyanezért a tobbit is megforditja. Legyen Z ez a kételemi mag. Ez
nyilvan normaloszto, s6t centrélis, mert egy kételemt normaloszté sziikségképpen centralis.
Mivel Im ¢ & G/ Ker ¢ 24-elemii, ¢ sziirjektiv, és igy G/Z = Sy.

Maésrészt vehetjitk G-nek azt a { 1 } csoportba mend leképezését amely az iranyitas-
tartd egybevagosagokat 1-be, az iranyitasvaltokat —1-be viszi. Ennek az N magja 24-
elem, és diszjunkt Z-t6l. A rendek miatt G = NxZ,smivel Sy 2 G/Z = (NxZ)/Z = N,
azt kaptuk, hogy G = S, x Cs.

5. Keressink minimadlis foku tranzitiv, ill. nem feltétlenil tranzitiv hiséges permutdcio-
reprezentdaciot a kévetkezd csoportokhoz!

a) Cio b) Dg c) {a) x (b) = Cs x Cy, ahol a® = a?
Megoldas: a) A legkisebb olyan n-et kell megkeresniink, amelyre S,-ben van 10-edrendii
elem. Ennek a ciklusfelbontdsdban vagy van 10-edrendd, vagy van egy masod- és egy
otodrendd ciklus, igy n > 7, és Sz-ben ((12345)(67)) = C1p. Ez a hatas nem tranzitiv:
egy tranzitiv ciklikus csoport generatora csak egyetlen ciklusbol allhat, tehat ha ez a
csoport 10-edrendi, akkor a generator egy 10-ciklus. Igy nem tranzitivra 7, tranzitivra
10 a csoporthatas minimélis foka.

b) Ss-ben nincs hatodrendii elem (ahhoz n > 3 4+ 2 = 5 kellene), igy n > 5. Ss-ben
van hatodrendd elem, pl. a = (123)(45), és ehhez a b = (13) olyan méasodrendd
(diszjunkt részcsoportot generald) elem, amivel valéo konjugélas invertalja a-t, tehat
Dg-tal izomorf csoportot generalnak. Ez a hatas azonban nem tranzitiv, {1,2,3}
és {4,5} az orbitjai. Nem is létezhet Ss-be mend tranzitiv csoporthatasa, mert S,
minden tranzitiv részcsoportjanak a rendje oszthatdé n-nel. Dg természetes modon
megjelenik az Sg-ban (a szabalyos hatszog cstcsain valo hatassal), és ez tranzitiv
hatas. Tehat nem tranzitivra n = 5, tranzitivra n = 6 a minimum.

c) Mivel S,-ben kell egy 6todrendii elemnek lennie, n > 5. Masrészt H = (b) nem tar-
talmaz normalosztot (a=1b%a = b*b~2a~b%a = b (b=2ab?) " ta = b2 (a*)"ta = b?a? ¢
(b)), ezért a H mellékosztalyain valo hatés hiiséges, tranzitiv csoporthatas. Igy n =5
a valasz mindkét részfeladatra. (Konkrétabban, a +— (12345) és b — (2354) htiséges,
tranzitiv csoporthatas.)

6. Tekintsik az S5 hatdsdt a konjugdldssal az 5-Sylowjain! Bizonyitsuk be, hogy ez az Ss-nek
olyan bedgyazdsdt adja Sg-ba, ahol S5 képének harmadrendd elemei fixpontmentesek. Tehdt
S¢-nak van 6 indexd részcsoportja a stabilizdtorokon kiviil.

Megoldds: |Syls(Ss)| = 6, mert 5-tel osztva 1 maradékot ad, osztoja 24-nek, és nyilvan nem
1. Igy az 5-Sylowokon a konjugélassal val6 hatés valoban Sg-ba képez. Harmadrendi elem
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nem lehet egy 5-Sylow normalizatoraban, mert a normalizator elemszama 120 : 6 = 20, igy
a harmadrendi elemek fixpontmentesen hatnak az 5-Sylowokon. Végiil a hatas htiséges,
mert Ss-nek csak S5 és A5 a nem trivialis normalosztoi, és ezek tartalmaznak harmadrend
elemet, tehat nem normalizalhatnak 5-Sylowot.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 60-adrendi csoportban van 15-édrendd elem, akkor az 5-Sylow
normdaloszto G-ben. Hdny 15-0drendid elem lehet a csoportban? Adjunk példdt is mindegyik
esetre!

Megoldds: Legyen o(g) = 15, és Ps = (g°). Ekkor Ps € Syls(G), és g € Ng(Ps). Igy
|Syls(G)| = |G : Ng(Ps)| | 4, viszont 5-tel osztva 1 maradékot ad, tehat |Syls(G)| = 1,
azaz P5 < G.

Barmely harmadrendd h elem a Ps-tel egyiitt 15-6drendid részcsoportot general:
| (h, Ps) | = | (h) P5| = % = 15, és 15-6drendd csoportban 3- és 5-Sylowbol is csak
egy lehet, tehat ez a csoport = C5 x C5 = (5. Ebben a csoportban egyetlen harmadrendi
részcsoport van, ezért a G kiilonb6z6 3-Sylowjai kiilonb6z6 15-6drendi ciklikus csoportot
generalnak Ps-tel (és persze minden 15-6drendi ciklikusban benne van G egy 3-Sylowja),
tehat a 15-6drendd ciklikus részcsoportok szama [Syl3(G)|, és a 15-6drendii elemeké en-
nek ¢(15) = 2 -4 = 8-szorosa (a C15 generatorelemei). |Syls(G)| = 1 (mod 3), és
|Syls(G)| | 20, tehat |Syls(G)| = 1, 4 vagy 10, és igy a 15-6drendd elemek szama 8, 32
vagy 40. Az elsére példa a Cgg ciklikus csoport, a méasodikra A4 x C5, az utolsd eset
viszont nem lehetséges, mert ott a 10 darab 3-Sylow is lefedne még 21 elemet, és ez egyiitt
mar tébb, mint a G elemszama. Tehat egy 60-adrendd csoportban 0, 8 vagy 32 darab
15-6drendii elem lehet. (O-ra példa az As.)

. Hdny nem izomorf 12-edrendd csoport van? Keressiink mindegyikhez vele izomorf per-
mutdciocsoportot!

Megoldas: Ha a csoport kommutativ, akkor C3 x Cy x Cs-vel vagy Cs x Cy-gyel izomorf.
Most tegyiik fel, hogy |G| = 12, és G nem kommutativ.

El6szor belatjuk, hogy G valamelyik Sylowja norméaloszt6. Valoban, mivel |Syls(G)| =
1 (mod 3) és |Syls(G)| | 4, a 3-Sylowok szama 1 vagy 4. Ha 1, akkor a 3-Sylow
norméloszto, ha 4, akkor — minthogy a 3-Sylowok primrendiiek, igy diszjunktak — G-ben
pontosan 2 -4 = 8 harmadrendd elem van, és a maradék 12 — 8 = 4 elemii halmazba csak
egy 2-Sylow fér, igy ekkor a 2-Sylow normaloszt6. A Sylowok rendjébdl kovetkezik, hogy
mindegyik kommutativ, és a 3-Sylow csak C3-mal, a 2-Sylow csak Cy-gyel vagy Co x Co-vel
lehet izomorf.

Ha a 3-Sylow normaloszto, akkor G = P5 x P, (ahol P53 a 3-Sylow, és P, az egyik 2-
Sylow), mert diszjunktak, és a generatumuk 3-mal és 4-gyel is oszthato, tehat csak az egész
G lehet. A P3 = (5 csoport egyetlen nemtrivialis automorfizmusa az invertalés. Tehat ha
P3 = (a) és Py = (b) = Cy, akkor a® = a7!. Ha P, = Cy x Cy, akkor a Py — Aut(Cs)
homomorfizmus magja 2-elemi (legyen (b)), és annak van komplementuma Cs x Cs-ben
(legyen (c)), tehat (b, c) hatasa P3 = (a)-n: b~tab=a, és ¢ lac=a" .

Ha a 2-Sylow normaéloszto, és Py =2 Cy, akkor Aut(Cy) = Cy miatt egy Ps — Aut(Cly)
homomorfizmus csak trivialis lehet, tehat ekkor G kommutativ lenne. Viszont ha P, =
Cy x Cy, akkor egy harmadrendii automorfizmus a harom mésodrendd elemet csak cik-
likusan permutélhatja, tehat a generatorelemeket alkalmasan megvalasztva a szemidirekt
szorzat ((a) x (b)) x {(c), ahol a® = b and b¢ = ab. Tehat harom nemkommutativ 12-elemd
csoportot talaltunk, amelyek nyilvan nem izomorfak egymassal, mert a 2-, illetve 3-Sylowok
szama, illetve izomorfiatipusa kiilénbozik.
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A kommutativakhoz ((12), (34), (567)) és ((1234), (567)), a méasik haromhoz rendre
((123), (13)(4567)), ((123), (13), (45)) és A4 megfelel permutaciocsoportok.

Legyen Q%) = {(ay,...,an) | a1,..., a5 € Q kiilonbozok}. Egy Q-n haté permutdcio-
csoport vagy csoporthatds k-tranzitiv, ha tranzitiv az Q%) halmazon.

. Ldssuk be, hogy |2 > k-ra G < Sq akkor és csak akkor k-tranzitiv, ha G tranzitiv, és G,

(k — 1)-tranzitiv az Q \ { « }-n valamely/barmely o € Q-ra!

Megoldds: Tegytk fel, hogy G k-tranzitiv. Ekkor nyilvan tranzitiv is (az elsirt a — [
megfeleltetést kiegészithetjiik tetszélegesen két k-as kozotti megfeleltetéssé), és G, (k—1)-
tranzitiv tetszéleges a-ra, mert egy (a, g, ..., ax) k-ast at lehet vinni egy (o, fo, ..., Bk)
k-asba, ha { ag,...,ax } és {Ba,..., Bk } (k— 1)-elemi részhalmazok Q2 \ { « }-ban.

Most tegyiik fel, hogy G tranzitiv, és G, (k — 1)-tranzitiv valamely a-ra, tovabba
legyenek { aq,...,ax } és{f1,..., Bk } k-elemi részhalmazok Q-ban. A tranzitivitas miatt
van olyan g, h € G, hogy g : a1 — «a és h : a+— [31, tovabba G, (k — 1)-tranzitivitasa miatt
van olyan = € G4, amelyre a9z = B;h ™' Vi € {2,...,k}. Igy a1(gzh) = axh = ah = By,
és a;(grh) = (a;9)xh = (Bh~HYh=B; Vi€ {2,...,k}.

Milyen n és q esetén lehet a V = vektortér AGL(V) ={x+— Az +b|A € GL(V), be
V'} affin csoportja k-tranzitiv valamely k > 2-re?

Megoldds: G tranzitiv, mert tetszéleges a,b € V-re a — al + (b —a) = b. A 0 vektor
stabilizatora Gy = GL(V). Gq tranzitiv V' \ { 0 }-n, ugyanis tetszéleges a, b # 0 vektorokat
ki lehet egésziteni egy-egy bazissa, és van olyan invertalhaté transzforméacio, ami az egyik
bazist a masikba viszi. Igy G’ mindig 2-tranzitiv.

Go nem lehet 2-tranzitiv, ha n > 1 és |K| > 2, mert akkor u,v € V fiiggetlen
vektorokra, és A € K \ {0,1} skalarra az (u, Au) Osszefiiggé part nem tudjuk az (u,v)
fiiggetlen parba képezni lineéris transzformacioval.

Ha n = 1 és |K| > 3, akkor sem lehet Gy 2-tranzitiv, mert akkor van A # pu €
K\{0,1}, ésegy 0+# v eV vektorra a (v, \v) part nem képezhetjiik a (v, pv) parba.

Han =1 és |K| = 3, akkor |V| = |K| = 3, és G 3-tranzitiv, mert GL(V) 2-tranzitiv

(1, -1 =51, —1) 6s (1, -1) ¥ (-1, 1)).

Ha |K| = 2, és n > 2, akkor Gy 2-tranzitiv, mert minden u # v nem nulla vektor
fiiggetlen is, és egy (u1,us) fliggetlen vektorpart at lehet vinni egy tetszéleges (v1,v2)
fiiggetlen vektorparba tgy, hogy mindegyiket tetszélegesen kiegészitjliik bazissa. Tehat
ilyenkor G 3-tranzitiv. Viszont ha n > 2, akkor Gy 3-tranzitiv mar nem lehet, mert
u,v,w € V fiiggetlen vektorokra az (u, v, u+v) osszefliggs vektorharmast nem képezhetjiik
az (u,v,w) fliggetlen vektorharmasba.

Végiil ha | K| = 2 ésn = 2, akkor |V| = 4, és ezen G 4-tranzitivan hat, mert tetszdleges,
3 kiilénb6z6 nemnulla vektorbol allo (uq, ug, us) és (v1, ve, v3) vektorhdrmasra us = uq +us
és v3 = v1 + Vg, tehéat az A : uy — v1, us > vo invertalhatod transzformaéaciora A : uz — 3.

Osszefoglalva: G 4-tranzitiv, ha n = 2 és |K| = 2,
3-tranzitiv (de nem 4-tranzitiv), ha n =1 és |K| =3 vagy n > 3 és |K| = 2,
és minden mas esetben csak 2-tranzitiv.

Hanyféleképpen lehet eqy 4 x 4-es kis négyzetbdl dllo négyzetben négy mezdt beszinezni, ha
az elforgatdssal vagy tikrozéssel eqgymdsba vihetd szinezéseket azonosnak tekintjik?

Legyen G véges csoport, és H < G p-részcsoport. Bizonyitsuk be, hogy G-ben a H
részcsoportot tartalmazd p-Sylowok szama = 1  (mod p), és a H-t normdlosztoként tar-
talmazo p-Sylowok szdma is (ha van ilyen) =1 (mod p).



